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Основные темы программы курса, включенные в контрольную работу
Тема 1. Элементы высшей алгебры.
Тема 2. Элементы теории дифференциального и интегрального исчисления.
Тема 3. Элементы теории вероятностей и математической статистики.
Тема 4. Математические методы теории оптимизации.

УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ
При выполнении контрольных работ надо строго придерживаться указанных ниже правил. Работы, выполненные без соблю​дения этих правил, не засчитываются и возвращаются студенту для переработки

1. Контрольную работу следует выполнять в тетради чернилами любого цвета, кроме красного, оставляя поля для замечаний рецензента.

Ксерокопии к рецензированию не допускаются.

2. На обложке тетради должны быть ясно написаны фамилия, имя, отчество студента, учебный номер (шифр), номер контрольной работы, название дисциплины; здесь же следует указать дату отсылки работы в ВолГМУ и адрес студента. В конце работы следует указать использованную литературу.

3. В работу должны быть включены все задачи, указанные в задании, строго по своему варианту. Контрольные работы, содержащие не все задачи задания, а также содержащие задачи не своего варианта, не засчитываются.

4. Выполнение каждой задачи следует начинать с новой страницы

5. Решения задач надо располагать в порядке номеров, указанных в заданиях, сохраняя номера задач.

6.  Перед решением каждой задачи надо выписать полностью ее условие. В том случае, если несколько задач, из которых студент выбирает задачу своего варианта, имеют общую формулировку, следует, переписывая условие задачи, заменить общие данные конкретными из соответствующего номера.
7. Решения задач следует излагать подробно и аккуратно, объясняя, делая ссылки на теорию и мотивируя все действия по ходу решения и делая необходимые чертежи.
8.  После получения прорецензированной работы, как не допущенной, так и допущенной к собеседованию, студент должен исправить все отмеченные рецензентом ошибки и недочеты, а также выполнить все рекомендации. Если рецензент предлагает внести в решения задач те или иные исправления или дополнения и прислать их для повторной проверки, то это следует сделать в короткий срок. При высылаемых исправлениях должна обязательно находиться прорецензированная работа и рецензия на нее. В связи с этим рекомендуется при выполнении контрольной работы оставлять в конце тетради несколько чистых листов для дополнений и исправлений в соответствии с указаниями рецензента. Вносить исправления в сам текст работы после ее рецензирования запрещается
9.  По работе проводится собеседование, после чего выставляется зачет по контрольной работе. 

10. Студенты, не выполнившие контрольную работу до начала экзаменационной сессии, выполняют аудиторную контрольную работу. 

Вариант контрольной работы содержит 9 заданий. Задания контрольной работы должны выбираться студентами по трем последним цифрам его зачетной книжки в соответствии с таблицами выбора вариантов. В колонке [image: image2.wmf]А

таблицы по вертикали расположены цифры от 00 до 12, обе они – последние третья и вторая цифры зачетной книжки.  В строке [image: image3.wmf]Б

таблицы по горизонтали расположены цифры от 0 до 9 и каждая из них - последняя цифра зачетной книжки. Пересечение  вертикальной (А) и горизонтальной (Б) линий определяет номера задач контрольной работы, записанные столбиком. Например, если  три последние цифры зачетной книжки студента 075, то он должен выполнить  номера 10, 14, 22, 32, 44, 57, 63, 78, 86 из контрольной работ. (смотрите выделенный в таблице образец).
ТАБЛИЦА ВАРИАНТОВ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ
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Обложка тетради заполняется по следующей форме: 

Контрольная работа по высшей математике
Вариант №

студента ______ курса заочного отделения

Волгоградской медицинской  академии

Фамилия, имя, отчество (полностью)

№ зачётной книжки ____________

Домашний адрес: _________________________
Дата отправки ________

Прорецензированную зачтённую контрольную работу вместе со всеми исправлениями и дополнениями, сделанными по требованию рецензента, студент должен представить при сдаче экзамена. В противном случае студент к сдаче экзамена не допускается.

При сдаче экзамена студент должен показать:

а) чёткое знание математических определений и формул, предусмотренных программой, и умение обосновать их (доказательство теорем, вывод формул);

б) умение точно и сжато выражать математическую мысль (в особенности при формулировке теорем и определений);

в) умение применять высшую математику к решению задач (при оценке решения учитывается, насколько быстро приводят к цели применяемые средства и в какой мере автор решения умеет его обосновывать).

НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ И РЕКОМЕНДАЦИИ 
1.  Элементы высшей  алгебры
Матрицей размеров [image: image4.wmf]n

m

´

 называется прямоугольная таблица чисел, имеющая m строк и n столбцов. матрица обозначается прописной буквой, а ее элементы – строчными буквами. А=[image: image5.wmf]÷
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. Если число строк и столбцов совпадает, матрица называется квадратной. Квадратная матрица называется единичной, если на ее главной диагонали (т.е. идущей из левого верхнего в правый нижний угол) стоят  единицы, а все остальные элементы равны нулю. Матрица одинаковых размеров можно складывать поэлементно. Произведение же матриц  определяется несколько сложнее.

Перемножить можно матрицы размеров  [image: image6.wmf]n

m

´

 и [image: image7.wmf]p

n
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, получив при этом матрицу размеров [image: image8.wmf]p

m

´

. Каждый элемент матрицы С=А( В, стоящий на пересечении i -й строки  и  j–го столбца, получается как сумма произведений элементов i -й строки  первого сомножителя на соответствующие элементы j –го столбца второго сомножителя [image: image9.wmf]å
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Обратной матрицей к матрице А называется такая матрица А-1 , произведение которой на матрицу А равно единичной матрице.


Транспонированием матрицы называется смена ролей ее строк и столбцов или, другими словами, отражение матрицы относительно ее главной диагонали.

Определение квадратной матрицы называется число, вычисляемое по определенным правилам. Например, определитель второго порядка:

[image: image10.wmf]bc
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Определитель третьего порядка:


[image: image11.wmf].
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При этом произведения, стоящие со знаком "+", берутся по правилу треугольников из чисел, соединённых одной линией по левой схеме, а стоящие со знаком "-" - по правой схеме:

[image: image12.png]5%



[image: image13.png]3%




Минором Mij определителя называется определитель меньшего порядка, получаемый из исходного вычёркиванием i-й строки и j-го столбца. Алгебраическим дополнением называется минор, взятый со знаком "+" или "-" по следующему правилу:Aij = (-1)i+jMij.

Важным свойством определителя является правило разложения по строке и столбцу: определитель равен сумме произведений элементов любой его строки (или любого столбца) на их алгебраические дополнения. Опираясь на это правило, можно вычислять определители более высоких порядков, сводя их к определителям второго и третьего порядков.

Для решения системы линейных уравнений по формулам Крамера необходимо найти определитель системы (, составленный из коэффициентов при неизвестных, и определители неизвестных (1,(2,(3,получаемые из ( заменой соответствующего столбца на столбец свободных членов. Тогда решение системы можно найти по формулам:
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Метод исключения неизвестных состоит в том, что с помощью умножения первого уравнения системы на подходящее число и прибавления его к остальным уравнениям можно добиться того, чтобы неизвестное [image: image17.wmf]1

x

 осталось только в первом уравнении. Затем, умножая второе уравнение на подходящее число и прибавляя его к остальным уравнениям, исключаем неизвестное [image: image18.wmf]2

x

 из всех уравнений, кроме двух первых, и так далее. Когда в последнем уравнении останется только одно неизвестное, находим его и подставляем в предыдущее. Повторяем так до тех пор, пока не найдём все неизвестные. Для проверки правильности решения системы необходимо подставить полученные значения в исходную систему.

Если в процессе решения мы получим равенство вида [image: image19.wmf]0

=

D

, делаем вывод, что система несовместима, т.е. не имеет решений.

Для нахождения обратной матрицы надо проделать следующие операции:

1) транспонировать матрицу;

2) заменить каждый элемент транспонированной матрицы на его алгебраическое дополнение;

3) разделить каждый элемент полученной матрицы на определитель исходной матрицы .
Система векторов [image: image20.wmf]4
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 образует базис, если определитель, составленный из их координат, не равен нулю. В этом случае любой другой вектор [image: image21.wmf]b

 можно представить в виде линейной комбинации векторов базиса: [image: image22.wmf].
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 Для нахождения неизвестных коэффициентов разложения надо записать отдельно такие же соотношения отдельно для каждой координаты и решить получившуюся систему уравнений.

Пример. Для заданной системы трех линейных уравнений с тремя неизвестными [image: image23.wmf]ï
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Требуется:

1) найти ее решение с помощью формул Крамера 
2) записать систему в матричной форме и решить ее средствами матричного исчисления. Проверить правильность вычисления обратной матрицы, используя матричное умножение;

3) решить систему методом Гаусса (методом последовательного исключения неизвестных).
(Для решения Вы можете использовать программу MS Excel. Рекомендации по ее применению находятся в конце пособия);

Решение:
1) Метод Крамера.
Решение системы находим по формулам Крамера: [image: image24.wmf];
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 где [image: image27.wmf]3
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 - (дополнительные) определители третьего порядка, получаемые из главного определителя системы [image: image28.wmf]D

 заменой 1 -, 2 – или 3 – столбца соответственно на столбец свободных членов [image: image29.wmf]i

b

. 

Вычисляем определители системы:
· главный определитель системы [image: image30.wmf]D

:
[image: image31.wmf](
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Система совместна, так как главный определитель системы не равен нулю.

· дополнительные  определители системы:
[image: image32.wmf];
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[image: image33.wmf];
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[image: image34.wmf].
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Подставляя значения определителей в формулы Крамера, получаем:

[image: image35.wmf].

1

12

12

    

;

1

12

12

     

;

2

12

24

3

2

1

-

=

-

=

=

=

=

=

x

x

x


Проверка:

[image: image36.wmf]Û
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2) Метод Гаусса (или метод последовательного исключения неизвестных).
Составим расширенную матрицу системы и приведем ее к треугольному виду:

[image: image39.wmf]÷
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Заданная система уравнений приведена к виду:

[image: image40.wmf]ï
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Найдем корни системы уравнений:
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3) Решение системы средствами матричного исчисления.
Запишем заданную систему уравнений в матричном виде 
[image: image42.wmf]B
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Тогда ее решение имеет вид [image: image46.wmf],
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 если определитель системы отличен от нуля.

Определитель системы ( равен:

[image: image47.wmf](
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Таким образом обратная матрица [image: image48.wmf]1
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A

существует и система имеет единственное решение.

Составим обратную матрицу [image: image49.wmf]1
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A

, для чего вычислим алгебраические дополнения [image: image50.wmf]ij

A

 элемента [image: image51.wmf]ij
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 и запишем матрицу [image: image52.wmf]1
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 в виде:
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Обратная матрица системы имеет вид:

[image: image55.wmf]÷
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Проверим правильность вычисления обратной матрицы, используя матричное умножение, т. е. покажем, что [image: image56.wmf]E
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, где Е- единичная матрица.

Вычислим [image: image57.wmf]1
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Найдем решение системы:

[image: image59.wmf]÷
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Ответ: [image: image60.wmf]÷
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2. Элементы теории дифференциального и интегрального исчислений
Определение. Производной функции [image: image62.wmf])
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 в точке [image: image63.wmf]0

x

 называется предел при [image: image64.wmf]0
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x

 отношения приращения функции в этой точке к приращению аргумента (при условии, что этот предел существует).


Итак, по определению, 
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Геометрический смысл производной: для данной функции [image: image66.wmf](
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 ее производная [image: image67.wmf](
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 для каждого значения [image: image68.wmf]x

 равна угловому коэффициенту касательной к графику функции в соответствующей точке.

Физический смысл производной: для данной функции [image: image69.wmf](
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, меняющейся со временем х , ее производная [image: image70.wmf](
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 есть скорость изменения функции y в данный момент времени х.
Правила дифференцирования:

1) Если функции u и v дифференцируемы в точке х0 , то их сумма дифференцируема в этой точке и
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(производная суммы рана сумме производных).

2) Если функции u и v дифференцируемы в точке х0 , то их произведение дифференцируемо в этой точке и

[image: image72.wmf].
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3) Если функции u и v дифференцируемы в точке х0 и функция v не равна нулю в этой точке, то частное [image: image73.wmf]v

u

 также дифференцируемо в этой точке и
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4) В большинстве практических случаев процесс дифференцирования сводится к отысканию производной сложной функции [image: image75.wmf](
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Если в цепи функциональных зависимостей [image: image76.wmf](
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 аргумент [image: image77.wmf]x

 является последним, то мы будем называть его независимой переменной (чтобы подчеркнуть то обстоятельство, что изменение этого аргумента не зависит от поведения других переменных величин). Правило дифференцирования сложной функции вытекает из следующей теоремы.

Теорема. Если [image: image78.wmf])
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 - дифференцируемые функции от своих аргументов, то производная сложной функции [image: image80.wmf])]
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 существует и равна производной данной функции [image: image81.wmf]y

 по промежуточному аргументу [image: image82.wmf]u

, умноженной на производную самого промежуточного аргумента и по независимой переменной x, т.е..
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Одной из основных задач дифференциального исчисления является отыскание производной заданной функции. Разнообразные вопросы математического анализа, его многочисленные приложения в геометрии, механике, физике и технике приводят к решению обратной задачи: по данной функции [image: image84.wmf])
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Определение. Функция [image: image88.wmf]F

 называется первообразной для функции [image: image89.wmf]f

 на заданном промежутке, если для всех  x  из этого промежутка
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Определение. Если функция [image: image91.wmf])
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 – первообразная для функции [image: image92.wmf])
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 – произвольная постоянная, называется неопределенным интегралом от функции [image: image95.wmf])
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При этом функция [image: image97.wmf])
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 называется подынтегральной функцией, [image: image98.wmf]dx
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 - подынтегральным выражением, а  переменная [image: image99.wmf]x

 – переменной интегрирования.


Восстановление функции по ее производной или, что то же, отыскание неопределенного интеграла по данной подынтегральной функции называется интегрированием этой функции. Интегрирование представляет собой операцию, обратную дифференцированию. Для того чтобы проверить, правильно ли выполнено интегрирование, достаточно продифференцировать результат и получить при этом подынтегральную функцию.

Основные свойства неопределенного интеграла:
1) Производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции; дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению, т. е.
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2) Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции равен сумме этой функции и произвольной постоянной, т. е. 
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3) Постоянный множитель можно вынести из под знака интеграла, т. е. если [image: image102.wmf]0
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4) Неопределенный интеграл от алгебраической суммы конечного числа  функций равен алгебраической сумме интегралов от этих функций отдельно, т. е. 
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Определение. Пусть функция [image: image105.wmf])
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 определена на отрезке [image: image106.wmf][
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 и составим сумму 
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где [image: image111.wmf].
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  Сумма вида (  называется интегральной суммой для функции [image: image112.wmf])
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 на [image: image113.wmf][
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Обозначим через [image: image114.wmf]l

 длину наибольшего частичного отрезка разбиения: [image: image115.wmf]}
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Определение. Если существует конечный предел I интегральной суммы (  при [image: image116.wmf]0
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, то этот предел называется определенным интегралом от функции [image: image117.wmf])
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 и обозначается следующим образом:
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В этом случае функция [image: image120.wmf])
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 называется интегрируемой на [image: image121.wmf][
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. Числа [image: image122.wmf]a

 и [image: image123.wmf]b

 называются соответственно нижним и верхним пределами интегрирования, [image: image124.wmf])
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 – подынтегральной функцией, [image: image125.wmf]x

– переменной интегрирования.


Для интегрируемости функции достаточно ее непрерывности на отрезке [image: image126.wmf][
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Основные свойства определенного интеграла:
1) По определению, [image: image127.wmf](
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2) По определению, [image: image128.wmf](
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3) Каковы бы ни были числа [image: image129.wmf]a

, [image: image130.wmf]b

, [image: image131.wmf]c

, всегда имеет место равенство при 
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4) Постоянный множитель можно выносить за знак определенного интеграла, т. е. 
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5) Определенный интеграл от алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме их интегралов, т. е. 
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Формула Ньютона – Лейбница
Если функция [image: image136.wmf])
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 непрерывна на отрезке [image: image137.wmf][
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 и функция [image: image138.wmf])
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 является некоторой ее первообразной на этом отрезке, то имеет место формула Ньютона – Лейбница
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Пример 1. Вычислить работу, совершенную одним молем идеального газа при обратном изотермическом расширении от [image: image140.wmf].
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Решение: При обратимом расширении одного моля идеального газа давление 
[image: image141.wmf]V
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 EMBED Equation.3  [image: image142.wmf] Совершаемая газом при изменении объема на величину [image: image143.wmf]dV

 элементарная работа 
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Ответ:[image: image148.wmf]23
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Пример2. Скорость поступательно движущегося тела [image: image149.wmf]1
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 (м/с). Определить путь, пройденный телом за первые 10с после начала движения. 

Решение: Так как [image: image150.wmf],
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Искомый путь 
[image: image156.wmf](
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Ответ: путь равен 390 м.
Пример 3.  Насос для перекачки  крови в аппарате «искусственное сердце» имеет диафрагму массой 10 г, совершающую затухающие колебания по закону [image: image157.wmf],
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см. Найти кинетическую энергию диафрагмы в момент времени [image: image158.wmf].

1

c

t

=

 
Решение: Кинетическая энергия тела вычисляется по формуле [image: image159.wmf],
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где [image: image160.wmf]m

 - масса диафрагмы, [image: image161.wmf]v

 – скорость движения диафрагмы, которая согласно механическому смыслу первой производной равна производной смещения по времени, то есть [image: image162.wmf].
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Поэтому получаем:
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Вычислим скорость в момент времени [image: image164.wmf]:
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Теперь найдем значение кинетической энергии диафрагмы в момент времени [image: image168.wmf]:
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[image: image169.wmf](
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Ответ: кинетическая энергия диафрагмы в момент времени [image: image170.wmf].
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Дифференциальные уравнения. Задачи на составление и решение дифференциальных уравнений
Дифференциальные уравнения являются мощнейшим математическим аппаратом для описания и изучения процессов, протекающих в природе.

Приведем примеры дифференциальных уравнений, описывающих физические процессы:

1) Второй закон Ньютона – [image: image171.wmf]ma
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 – можно записать, используя дифференциальные уравнения:
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2) уравнение радиоактивного распада [image: image175.wmf]kx
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   (k – постоянная распада, [image: image176.wmf]x

 – количество неразложившегося вещества в момент времени [image: image177.wmf]t

, скорость распада [image: image178.wmf]dt

dx

 пропорциональна количеству распадающегося вещества).

3) Основной закон электромагнитной индукции записывается в виде дифференциального уравнения: [image: image179.wmf]dt
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  и  т.д.

Дифференциальное уравнение – это уравнение, содержащее производные от искомой функции или ее дифференциалы.

В дифференциальном уравнении неизвестной является функция, входящая в уравнение под знаками производных (или дифференциалов) того или иного порядка.

Порядком дифференциального уравнения называется порядок старшей производной или дифференциала, содержащегося в этом уравнении.

Общий вид дифференциального уравнения n-го порядка следующий: [image: image180.wmf]0
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, причем, в частных случаях в это уравнение могут не                                                                                                                        входить x,y и отдельные производные порядка ниже, чем n.

Если искомая функция [image: image181.wmf])
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 есть функция одного аргумента, то дифференциальное уравнение называется обыкновенным. Если же искомая функция зависит от нескольких аргументов и дифференциальное уравнение содержит ее частные производные по этим аргументам, то оно называется дифференциальным уравнением в частных производных.
Дифференциальное уравнение называется линейным, если его левая часть есть многочлен первой степени относительно неизвестной функции y и ее производных [image: image182.wmf])
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 (и не содержит их произведений), т. е. если это уравнение имеет вид

[image: image183.wmf])
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Здесь функции [image: image184.wmf])
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, обычно определенные и непрерывные в некотором общем интервале, называются коэффициентами линейного уравнения, а функция [image: image185.wmf])
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 – правой частью или свободным членом.

Если правая часть [image: image186.wmf])
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 линейного уравнения тождественно равна нулю, то уравнение называется однородным (или без правой части), в противном случае это уравнение называется неоднородным (или с правой частью).

Решением дифференциального уравнения называется всякая функция [image: image187.wmf])
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, которая, будучи подставлена в исходное дифференциальное уравнение, обращает его в тождество.

Например, решением уравнения теплопроводности [image: image188.wmf]2
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 (уравнения в частных производных) является функция [image: image189.wmf]x
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Процесс нахождения решений дифференциального уравнения называется интегрированием дифференциального уравнения.

Различают общее и частное решения дифференциального уравнения.

Общим решением дифференциального уравнения называется такое его решение [image: image190.wmf])
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, которое содержит столько независимых произвольных постоянных [image: image191.wmf]n
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, каков порядок этого уравнения.

Произвольные постоянные называются независимыми, если общее число постоянных, входящих в состав функции f , не может быть уменьшено путем введения других произвольных постоянных.

Если общее решение дифференциального уравнения получают в неявном виде [image: image192.wmf]0
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, то оно называется общим интегралом.

Отыскание частного решения (частного интеграла) дифференциального уравнения n-го порядка (n = 1,2,3,…), удовлетворяющего n начальным условиям вида [image: image193.wmf]0
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, называется задачей Коши.

Геометрически каждому частному решению дифференциального уравнения соответствует график общего решения – плоская линия, которая называется интегральной кривой этого уравнения, а общему решению соответствует совокупность (семейство) всех интегральных кривых.

Рассмотрим методы решения некоторых типов дифференциальных уравнений.

1. Решение дифференциальных уравнений первого порядка с разделяющимися переменными.
К таким уравнениям относятся уравнения вида
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Путем алгебраических преобразований данное уравнение приводят к уравнениям вида [image: image198.wmf]dx
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, называемым уравнениями с разделенными переменными. Функции [image: image199.wmf])

(

y

Ф

, [image: image200.wmf])

(

x

F

 считают непрерывными.

После интегрирования уравнения [image: image201.wmf]dx
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 находим общее решение дифференциального уравнения или общий интеграл: [image: image202.wmf]ò
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2. Решение однородных дифференциальных уравнений первого порядка.
Уравнение [image: image206.wmf]0
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 и [image: image208.wmf]Q
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 одинакового измерения.

Однородные уравнения приводятся к виду  
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и решаются подстановкой 
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как уравнения с разделяющимися переменными.

3. Решение дифференциальных уравнений второго порядка, допускающих понижение порядка.
3.1. Уравнение вида [image: image215.wmf])
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 -интегрированием правой части. При каждом интегрировании получается одно произвольное постоянное, а в окончательном результате – [image: image217.wmf]n

 произвольных постоянных.
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3.3. Уравнение [image: image223.wmf]0
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4. Решение линейных однородных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами.
Уравнение [image: image228.wmf]0
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 постоянны, можно привести к уравнению вида
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Частное решение такого уравнения ищется в виде функции [image: image231.wmf]kx
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. Дважды дифференцируя эту функцию и подставляя выражения [image: image232.wmf]y
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Алгебраическое уравнение [image: image239.wmf]0
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 для определения коэффициента k называется характеристическим уравнением данного дифференциального уравнения.

Характеристическое уравнение является уравнением второй степени  и имеет два корня. Эти корни могут быть или действительными различными, или действительными и равными, или комплексными сопряженными.

Приведем таблицу формул общего решения уравнения [image: image240.wmf]0
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 в зависимости от вида корней характеристического уравнения:
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Пример 1. В реакции второго порядка участвуют реагенты с начальными концентрациями 0,05 моль/дм3 и расходуются на 20% за 10 минут. Вычислить: 1) константу скорости; 2) время, необходимое для расхода реагентов на 80%.

Решение:
Пусть с - концентрация реагентов, t – время, тогда [image: image256.wmf]dt
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 - скорость реакции, которая для реакции второго порядка равна [image: image257.wmf]2
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По условию: c0=0,05 моль/дм3 – начальная концентрация;

c (t=10мин) =0,8с0
Найти:

1) k;
2) t(c=0,2c0).
Проинтегрируем уравнение
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Из последнего уравнения выразим и вычислим k:

[image: image260.wmf];

мин

моль

дм

25

,

0

4

1

8

,

0

2

,

0

10

1

8

,

0

8

,

0

10

1

1

3

0

2

0

0

0

0

0

×

=

=

×

=

-

×

=

Þ

-

×

=

c

c

c

c

k

cc

c

c

t

k


из этого же уравнения выразим и вычислим время  t(c=0,2c0):
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1) константа скорости равна

[image: image262.wmf];
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2) время, необходимое для расхода реагентов на 80%, равно 
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Ответ: [image: image264.wmf],
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Пример 2. Моторная лодка двигалась в спокойной воде со скоростью 
[image: image266.wmf]12
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 км/ч. Через 10 с после выключения мотора скорость лодки уменьшилась до 
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 км/ч. Сила сопротивления воды пропорциональна скорости движения лодки. Найти скорость лодки через 1 мин после остановки мотора.

Решение:

Пусть 
[image: image268.wmf]n

 - скорость движения лодки; 
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 – масса лодки; 
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 – коэффициент сопротивления.

После выключения мотора на лодку действует только сила сопротивления. Согласно второму закону Ньютона имеем: 
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Уравнение 
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 представляет собой дифференциальное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными.

Дано: 
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Разделим переменные в уравнении 
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Проинтегрируем последнее уравнение:
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Постоянную 
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 найдем из уравнения:
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Потенцируем уравнение 
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Вычислим скорость тела через 1 мин после выключения мотора:
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Ответ: скорость лодки через 1 мин после остановки мотора будет равна 0,2 км/ч.

3.  Элементы теории вероятностей и  математической статистики
Замечание: Элементы теории вероятностей рассмотрите теоретически.
Общие положения и определения математической статистики.
При решении многих практических задач, связанных со статистическими моделями, необходимые вероятностные характеристики случайных величин неизвестны и должны определяться по экспериментальным данным.

Такое статистическое описание результатов экспериментов, построение и проверка различных математических моделей, использующих понятие вероятности, составляют основное содержание математической статистики.

Методы математической статистики расширяют возможности научного предсказания и целесообразного принятия решений в условиях неопределенности, когда принципиально не может быть известен полный комплекс условий проведения эксперимента.

Основополагающими понятиями статистической теории являются понятия генеральной совокупности и выборки.
Определение. Совокупность, состоящая из всех объектов, которые могут быть к ней отнесены, называется генеральной.

Определение. Число всех объектов, составляющих генеральную совокупность, называется ее объёмом и обозначается  [image: image289.wmf]N

.

Определение. Конечный набор объектов, случайным образом отобранный из генеральной совокупности, называется выборочной совокупностью, или выборкой. 

Определение. Число объектов выборки называется ее объёмом и обозначается [image: image290.wmf]n

.

Определение. Выборка называется репрезентативной (представительной), если она достаточно полно характеризует генеральную совокупность.

При отсутствии какой-либо дополнительной информации о специфических особенностях изучаемого явления наилучшим средством получения репрезентативной выборки является случайный выбор ее элементов. 

Статистические оценки и их свойства

 Установление закономерностей, которым подчинены массовые случайные явления, основано на изучении методами теории вероятностей статистических данных – результатов наблюдений.

Первая задача математической статистики состоит в том, чтобы указать способы сбора и группировки статистических сведений, полученных в результате наблюдений или в результате специально поставленных экспериментов. 

Вторая задача – разработать методы анализа статистических данных в зависимости от целей исследования. Сюда относятся:

1) оценка неизвестной вероятности события; оценка неизвестной функции распределения; оценка параметров распределения, вид которого известен; оценка зависимости случайной величины от одной или нескольких случайных величин и др.;

2) проверка статистических гипотез о виде неизвестного распределения или о величине параметров распределения, вид которого известен.

Современная математическая статистика разрабатывает способы определения числа необходимых испытаний до начала исследования (планирование эксперимента), в ходе исследования (последовательный анализ) и решает многие другие задачи. Современную математическую статистику определяют как науку о принятии решений в условиях неопределенности.

Смысл статистических методов заключается в том, чтобы по выборке ограниченного объема [image: image291.wmf]n

, т.е. по некоторой части генеральной совокупности высказать обоснованное суждение о свойствах генеральной совокупности в целом. 

Использование выборочного метода при изучении генеральной совокупности неизбежно приводит к ошибкам – ошибкам репрезентативности, имеющим следующие особенности:

1. Возможную величину ошибок репрезентативности определяют из анализа выборочных данных и учитывают их при оценке генеральных параметров.

2. Ошибки репрезентативности можно свести к достаточно малой величине (путем увеличения объема выборочных данных).

Определение. Вероятности, признанные достаточными для уверенного суждения о генеральных параметрах на основании выборочных показателей, называют доверительными ([image: image292.wmf]p

или [image: image293.wmf]g

).

С понятием доверительной вероятности связано понятие уровня значимости.

Определение. Вероятность, которой решено пренебрегать в данном исследовании, называется уровнем значимости [image: image294.wmf]1

:
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(или [image: image295.wmf]1

-

=

g

a

).

Обычно (в статистике) рекомендуется пользоваться уровнем значимости [image: image296.wmf]05

,
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 при предварительных исследованиях и [image: image297.wmf]001

,
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при окончательных выводах. 

В качестве доверительных используются вероятности:

[image: image298.wmf]95
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, т.е. на 20 испытаний допускается одна ошибка;

[image: image299.wmf]99
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, т.е. на 100 испытаний допускается одна ошибка;

[image: image300.wmf]999
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, т.е. на 1000 испытаний допускается одна ошибка. 

Оценка параметров генеральной совокупности (генеральные параметры)
Существуют точечные и интервальные оценки генеральных  параметров.

Точечной называют оценку, которая определяется одним числом. К таким оценкам относятся, например,

· выборочная средняя [image: image301.wmf]å
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· выборочная дисперсия[image: image303.wmf]2
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, или  для сгруппированного вариационного ряда  [image: image304.wmf]i
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·  выборочное среднее квадратическое отклонение [image: image306.wmf]2
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s
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 и др., 
где n – объем выборки,  ni - частота варианты  xi .
Для того чтобы статистические оценки давали «хорошие» приближения оцениваемых параметров, они должны быть:

· несмещенными;

· эффективными;

· состоятельными.

Определение. Оценка называется несмещенной, если математическое ожидание ее выборочного распределения совпадает со значением генерального параметра.  

Определение. Точечная оценка называется эффективной, если она имеет наименьшую дисперсию выборочного распределения по сравнению с другими аналогичными оценками, т.е. обнаруживает наименьшую случайную вариацию.

Определение. Точечная оценка называется состоятельной, если при увеличении объема выборочной совокупности [image: image307.wmf]n

 она стремиться к величине генерального параметра.

Для выборки из нормальной генеральной совокупности эта оценка является эффективной, состоятельной и несмещенной.

При выборке малого объема точечная оценка может значительно отличаться от оцениваемого параметра, т.е.  приводить к грубым ошибкам. По этой причине при небольшом объеме выборки следует пользоваться интервальными оценками. 

Интервальной  называют оценку, которая определяется двумя числами – концами интервала – доверительного интервала.

 Интервальные оценки позволяют установить точность и надежность оценок. 

Для оценки генерального параметра с помощью доверительного интервала необходимы три величины:

· значение выборочного показателя;

· критерий надежности [image: image308.wmf]t

, или показатель безошибочных прогнозов, значение которого определяется заранее, при планировании исследования, исходя из представления о большей или меньшей ответственности возможных результатов работы;

· ошибка репрезентативности 
[image: image309.wmf]n
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 или показатель точности выборочного параметра (определяется на основе выборочных данных по формулам математической статистики).


[image: image310.wmf]Например, доверительный интервал для генеральной средней 
[image: image311.wmf]г
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 находится по формуле: 
[image: image312.wmf](
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 при уровне значимости 
[image: image313.wmf]05
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Пример. Пусть дана последовательность значений некоторого признака: 63, 77, 68, 77, 77, 71, 104, 102, 93, 83, 81, 72, 74, 74, 79, 79, 82, 82, 84, 84, 85, 85, 84, 85, 85, 87, 87, 86, 95, 95, 86, 86, 88, 88, 88, 91,91, 91, 96, 96. Выполните статистическую обработку данных по следующей схеме:
1) выполнить ранжирование признака и составить безынтервальный вариационный ряд распределения;

2) составить равноинтервальный вариационный ряд, разбив всю вариацию на [image: image315.wmf]k

интервалов;

3) построить гистограмму распределения;

4) найти числовые характеристики выборочной совокупности. Для упрощения вычислений перейдите к новой варианте – [image: image316.wmf]i

X

, значениями  которой будут являться  середы интервалов;

5) по результатам обработки выборочных данных выдвинуть гипотезу о нормальном распределении генеральной совокупности, например, по виду гистограммы, и выполнить ее проверку, используя правило «трех сигм»;

6) построить кривую нормального распределения по опытным данным, приняв в формуле Гаусса математическое ожидание [image: image317.wmf]в

x

a
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 и [image: image318.wmf]в

s

s

=

;

7) найти доверительный интервал для генеральной средней [image: image319.wmf]г

X

. Принять уровень значимости [image: image320.wmf].
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Решение:
1) Выполним ранжирование выборочных данных:

[image: image321.wmf]1
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Таким образом, имеем: [image: image322.wmf]41

63

104

,

104

,

63

,

40

min

max

max

min

=

-

=

-

=

=

=

=

x

x

R

x

x

n

.

2) Для построения равноинтервального вариационного ряда:

– 
 найдем по формуле Стерджеса число интервалов [image: image323.wmf]k

: [image: image324.wmf]6
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 – вычислим ширину интервала [image: image325.wmf]83
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– вычисления границ интервалов и пр. выполним в таблице:
	  Границы интервалов
	63;69,83
	69,83;76,66
	76,66;83,49
	83,49;90,32
	90,32;97,15
	97,15;104
	[image: image326.wmf]å



	Число попаданий в интервал, [image: image327.wmf]i

n


	2
	4
	9
	15
	8
	2
	40

	Вероятность попадания в интервал,[image: image328.wmf]n
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	0,05
	0,1
	0,225
	0,375
	0,2
	0,05
	1

	Плотность вероятности,[image: image329.wmf]h
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	0,007
	0,015
	0,033
	0,055
	0,029
	0,007
	–

	Середина интервала,[image: image330.wmf]i

X


	66,425
	73,235
	80,085
	86,915
	93,745
	100,575
	–



3) Построим гистограмму распределения:


[image: image331.emf]Гистограмма

0

5

10

15

20

1

значение признака, x

частота

63-69,83

69,83-76,66

76,66-83,49

83,49-90,32

90,32-97,15

97,15-104



4) вычислим основные числовые характеристики выборки:

– выборочную среднюю:

[image: image332.wmf]035
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– выборочную дисперсию:

[image: image333.wmf][image: image334.wmf]284
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– выборочное среднее квадратическое отклонение: [image: image335.wmf]080
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5) Выдвигаем гипотезу: данная выборка из нормально распределенной генеральной совокупности, о чем свидетельствует вид гистограммы распределения.

 
Для проверки выдвинутой гипотезы воспользуемся правилом «трех сигм», согласно которому при нормальном распределении признака все его значения принадлежат интервалу ([image: image336.wmf]в
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Проверим это:

[image: image338.wmf]63
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[image: image339.wmf]104

275

,

109

080

,

8

3

035

,

85

3

>

=

×

+

=

+

в

в

x

s

.
Таким образом, при уровне значимости [image: image340.wmf]05
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 принимаем выдвинутую гипотезу: выборка принадлежит нормально распределенной генеральной совокупности.

6) Для построения кривой нормального распределения по опытным данным примем в формуле Гаусса математическое ожидание [image: image341.wmf]в
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 и [image: image342.wmf]в
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.

Кривая распределения представляет собой график функции плотности вероятности.

Плотность вероятности нормального распределения вычисляется по формуле Гаусса:

[image: image343.wmf]2
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где [image: image344.wmf]x

 - значение варианты,

[image: image345.wmf]в

x

- значение выборочной средней (в нашем примере = 85,035), 

[image: image346.wmf]2
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s

    - значение выборочной дисперсии,

[image: image347.wmf]в

s

    - выборочное среднее квадратическое отклонение (в нашем примере = 8,08).

Для построения кривой Гаусса достаточно вычислить координаты 7 точек:
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[image: image352.wmf]Кривая распределения 
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7) найдем доверительный интервал для генеральной средней.  Для этого вычислим:
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Таким образом, получаем, что [image: image360.wmf])
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,

0

=

a

.

 Регрессионный и корреляционный анализ
Функциональная зависимость между двумя переменными величинами характеризуется тем, что каждому значению одной из них соответствует вполне определенное значение другой. Например, между радиусом круга r и его площадью S существует функциональная зависимость, которая выражается формулой [image: image363.wmf]2

r
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p
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. Однако, на практике часто встречаются и такие виды связей между величинами, которые нельзя отнести к функциональной зависимости. Корреляционная связь не является точной зависимостью одного признака от другого. Еще Гиппократ в 6 веке до нашей эры обратил внимание на наличие связи между телосложением и темпераментом людей, между строением тела и предрасположенностью к тем или иным заболеваниям. Масса тела, рост, пульс, ЧДД связаны с возрастом детей; изменение диуреза обусловлены изменениями клубочковой фильтрации и канальцевой реадбсорбции; пульс меняется при изменениях АД и температуры тела. К примеру, существует корреляционная связь между ростом и весом взрослых мужчин. Одному значению переменной Y(рост, см) соответствует множество значений переменной X(вес, кг), и, наоборот, мужчины с весом 75 кг могут быть самого разного роста. Тем не менее, в целом более высокие мужчины имеют больший вес.
Корреляционный анализ решает задачи обнаружения связей между варьирующими признаками и установления характера этих связей.

Корреляционная связь не является точной зависимостью одного признака от другого – она может иметь различную степень: от полной независимости до очень сильной связи. Кроме того, характер связи между признаками может быть различен по форме и направлению. По форме корреляции может быть прямолинейной и криволинейной, по направлению – прямой (или положительной) и обратной (или отрицательной). Степень корреляции определяется различными показателями, введенными для установления силы связи между количественными признаками. Такими показателями являются коэффициент парной корреляции rxy, корреляционное отношение [image: image364.wmf]h

, тетрахорический, полилихорический показатели связи, частный и множественный коэффициенты корреляции.

Коэффициент парной корреляции измеряет степень и определяет направление только прямолинейных связей. Коэффициент парной корреляции rxy есть безразмерная величина, значения которой принадлежат отрезку: [image: image365.wmf][

]

1

;
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xy

r

.

При отрицательной корреляционной связи увеличение одной из переменных ведет к уменьшению другой. Соответствие между значениями rxy и характером связи может быть представлено следующей таблицей:

	Значение коэффициента парной корреляции, [image: image366.wmf]xy

r


	Связь

	1
	Функциональная

	>0,9
	Очень сильная

	0,7 – 0,9
	Сильная (тесная)

	0,5 – 0,7
	Значительная (заметная)

	0,3 – 0,5
	Умеренная

	<0,3
	Слабая

	0
	Отсутствует


Выборочный коэффициент парной корреляции rxy вычисляется по формуле: [image: image367.wmf]y
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здесь [image: image368.wmf]å
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 - выборочная средняя признака [image: image369.wmf]X

;

[image: image370.wmf]å
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1

- выборочная средняя признака [image: image371.wmf]Y

;

[image: image372.wmf]i
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[image: image373.wmf]- среднее значение произведений [image: image374.wmf]X

 и [image: image375.wmf]Y

;

[image: image376.wmf]2
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X
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 - среднее квадратическое отклонение признака [image: image377.wmf]X

;

[image: image378.wmf]2
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 - среднее квадратическое отклонение признака [image: image379.wmf]Y

;

[image: image380.wmf]å
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 - среднее значение квадрата признака [image: image381.wmf]X

;

[image: image382.wmf]å
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 - среднее значение квадрата признака [image: image383.wmf]Y

;

[image: image384.wmf]2

X

 - квадрат среднего значения признака [image: image385.wmf]X

;

[image: image386.wmf]2

Y

 - квадрат среднего значения признака [image: image387.wmf]Y

.


Достоверность значения выборочного коэффициента парной корреляции rxy проверяется следующим образом:

· вычисляют наблюдаемое значение критерия достоверности tнабл. по формуле: [image: image388.wmf]2

.
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xy

xy

набл

r
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×

=

 , здесь [image: image389.wmf]n

 – объём выборки;

· находят стандартное значение критерия достоверности [image: image390.wmf](

)

2

;

-

=

n

t

cm

n

a

 по таблицам значений коэффициентов Стьюдента (Приложение 4).;

· сравнивают tнабл. с tст [image: image391.wmf](

)

n

a

;

. 
Если tнабл. > tсm , то при уровне значимости [image: image392.wmf]a

 делают вывод о достоверности найденного значения rxy. В этом случае с (доверительной) вероятностью [image: image393.wmf]g

 (или р) можно считать, что между коррелирующими признаками имеется связь и в генеральной совокупности такая же по характеру, какая получилась в выборке. 
Если tнабл.[image: image394.wmf]£

 tcm , то выборочный коэффициент корреляции недостоверен при уровне значимости [image: image395.wmf]a

, а, значит, у нас нет возможности сделать какое-либо заключение о связи признаков в генеральной совокупности. Для выяснения этого вопроса требуется провести повторные испытания на более многочисленном материале, т.е. увеличить объем выборки. 

Помимо наличия связи, статистика позволяет найти уравнения, описывающие зависимость между признаками. Такая зависимость называется функцией регрессии или регрессией. При линейных связях функция регрессии имеет вид: [image: image396.wmf].

b

ax

y

+

=

 Параметры [image: image397.wmf],

a

 [image: image398.wmf]b

 уравнения определяются методом наименьших квадратов.

Уравнения регрессии:
[image: image399.wmf]Y

 на [image: image400.wmf]X

:       [image: image401.wmf](
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[image: image402.wmf]X

 на [image: image403.wmf]Y

:       [image: image404.wmf](
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Уравнения регрессии позволяют прогнозировать возможные значения зависимых переменных, иначе, позволяют предсказывать поведение одного из параметров при целенаправленном изменении другого.
Пример. В книге "Основы химии" Д.И. Менделеева приводятся данные о растворимости азотнокислого натрия в зависимости от температуры воды. В 100 частях воды растворяется следующее чис​ло условных частей [image: image405.wmf]3

NaNO

([image: image406.wmf]Y

) при соответствующих температурах ([image: image407.wmf])
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) раствора:

	[image: image408.wmf])
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	[image: image409.wmf]Y


	66,7
	71,0
	76,3
	80,6
	85,7
	92,9
	99,4
	113,6
	125,1


Требуется:  

1) построить корреляционное поле;

2) предполагая, что данная зависимость между [image: image410.wmf]X

 и [image: image411.wmf]Y

 близка к линейной, найти выборочный коэффициент корреляции [image: image412.wmf]XY

r

; 

3)  проверить достоверность найденного значения  выборочного коэффициента корреляции при уровне значимости [image: image413.wmf]05

,

0

=

a

;

4)  найти уравнения регрессии [image: image414.wmf]Y

 на [image: image415.wmf]X

 и [image: image416.wmf]X

 на [image: image417.wmf]Y

 и построить линии регрессии;
5) используя соответствующие уравнения регрессии, найти, при какой температуре раствориться 100 условных частей [image: image418.wmf]3

NaNO

и сколько условных частей [image: image419.wmf]3

NaNO

 растворится при [image: image420.wmf]C

0

75

.
Решение:

1) Построим корреляционное поле. Для этого на координатную плоскость нанесем  точки [image: image421.wmf])
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;
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[image: image422.wmf]корреляционное поле
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2)Для вычисления выборочного коэффициента парной корреляции [image: image423.wmf]xy

r

используем формулу:  [image: image424.wmf]Y

X

XY

Y

X

XY

r

s

s

×

-

=

.

Промежуточные вычисления выполним в таблице:

	№
	[image: image425.wmf])
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	[image: image426.wmf]Y


	[image: image427.wmf]Y
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×


	[image: image428.wmf]2

X


	[image: image429.wmf]2

Y



	1
	0
	66,7
	0
	0
	4448,89

	2
	4
	71,0
	284
	16
	5041

	3
	10
	76,3
	763
	100
	5821,69

	4
	15
	80,6
	1209
	225
	6496,36

	5
	21
	85,7
	1799,7
	441
	7344,49

	6
	29
	92,9
	2694,1
	841
	8630,41

	7
	36
	99,4
	3578,4
	1296
	9880,36

	8
	51
	113,6
	5793,6
	2601
	12904,96

	9
	68
	125,1
	8506,8
	4624
	15650,01

	[image: image430.wmf]å
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	76218,17


Вычисляем: [image: image431.wmf]26
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[image: image433.wmf]511

2736

9

6

24628

1

,

,

Y

X

n

Y

X

i

i

i

=

=

×

=

×

å

; [image: image434.wmf]111

1127

9

10144

1

2

2

,

X

n

X

i

i

=

=

=

å

;

[image: image435.wmf]686

8468

9

17

76218

1

2

2

,

,

Y

n

Y

i

i

=

=

=

å

; [image: image436.wmf]676

)

26

(

2

2

=

=

X

;[image: image437.wmf]021

,

8126

)

144

,

90

(

2

2

=

=

Y


Далее получаем: [image: image438.wmf]2394
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Вывод 1: Полученное значение выборочного коэффициента парной корреляции [image: image441.wmf]XY

r

 показывает, что в выборочной совокупности между признаками [image: image442.wmf]Y

(растворимостью  [image: image443.wmf]3

NaNO

) и [image: image444.wmf])
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(температурой раствора) обнаружена сильная положительная связь.

3) Проверим достоверность найденного значения  [image: image445.wmf]XY

r

. Для этого:

· вычислим наблюдаемое значение критерия достоверности [image: image446.wmf]набл

t

 по формуле: [image: image447.wmf]116
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· найдем стандартное значение критерия достоверности [image: image448.wmf])
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по таблицам значений коэффициентов Стьюдента: [image: image449.wmf][image: image450.wmf]365
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· сравнение [image: image451.wmf]набл

t

 с [image: image452.wmf])
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 показывает, что [image: image453.wmf]набл
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>[image: image454.wmf])
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Вывод 2: При уровне значимости [image: image455.wmf]05

,

0

=

a

можно утверждать, что и в генеральной совокупности между признаками [image: image456.wmf]X

и [image: image457.wmf]Y

существует сильная положительная связь.

4) Найдем уравнения регрессии:

[image: image458.wmf]Y

 на [image: image459.wmf]X

  вида   [image: image460.wmf])
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[image: image461.wmf])
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[image: image463.wmf]X

 на [image: image464.wmf]Y

 вида      [image: image465.wmf])
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[image: image466.wmf])
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 или [image: image467.wmf]327
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Построим линии регрессии  (рекомендуется строить графики в одной координатной плоскости и на фоне корреляционного поля):

[image: image468.wmf]X=1,146Y-77,327
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[image: image469.wmf]Y=0,81x+66,507
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5) 
a) найдем, при какой температуре растворится 100 условных частей [image: image470.wmf]3

NaNO

. Для ответа на этот вопрос используем уравнение регрессии [image: image471.wmf]X

 на [image: image472.wmf]Y

, т.е. уравнение [image: image473.wmf]327
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b) найдем, сколько условных частей  [image: image476.wmf]3

NaNO

 растворится при температуре воды, равной [image: image477.wmf]C
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, используя уравнение регрессии [image: image478.wmf]Y

 на [image: image479.wmf]X

 , т.е. уравнение [image: image480.wmf]507

,

67

871

,

0

+

»

X

Y
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 Однофакторный дисперсионный анализ
Рассмотрим нормально распределенную величину [image: image483.wmf]x

, на который действует некоторый нормальный фактор [image: image484.wmf]A

, имеющий [image: image485.wmf]k

 постоянных уровней, причем на всех уровнях распределение значений х является нормальным, а дисперсии одинаковы, хотя и неизвестны.

Пусть число наблюдений при действии каждого из уровней фактора одинаково ([image: image486.wmf]q

) и результаты представлены в таблице.
	Номер испытания
	Уровень фактора [image: image487.wmf]j

A

 

	1
	[image: image488.wmf]11

x


	
[image: image489.wmf]12

x


	
[image: image490.wmf]13

x


	…
	[image: image491.wmf]k

x
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	2
	[image: image492.wmf]21

x


	[image: image493.wmf]22

x


	[image: image494.wmf]23

x


	…
	[image: image495.wmf]k

x
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	3
	
[image: image496.wmf]31

x


	[image: image497.wmf]32

x


	[image: image498.wmf]33

x


	…
	[image: image499.wmf]k

x

3



	…
	…
	…
	…
	…
	…

	q
	[image: image500.wmf]1

q

x


	[image: image501.wmf]2

q

x


	[image: image502.wmf]3

q

x


	…
	[image: image503.wmf]qk

x



	Групповая средняя [image: image504.wmf]i

x


	[image: image505.wmf]1

x


	[image: image506.wmf]2

x


	[image: image507.wmf]3

x


	…
	
[image: image508.wmf]k

x




Все значения величины х, наблюдаемые при каждом фиксированном уровне фактора [image: image509.wmf]j

A

, составляют группу, и в последней строке таблицы представлены соответствующие выборочные групповые средние, вычисленные по формуле:
[image: image510.wmf]q
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.
В основе однофакторного дисперсионного анализа лежит тесная связь между различием в групповых средних  [image: image511.wmf]i

x

 и соотношением между двумя видами дисперсий – остаточной и факторной, которые рассчитываются по формулам:

[image: image512.wmf];
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[image: image513.wmf].
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Здесь [image: image514.wmf]å
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1

 - сумма значений величины [image: image515.wmf]x

 на уровне [image: image516.wmf]j

A

;
[image: image517.wmf]=

j

P

[image: image518.wmf]å

=

q

i

ij

x

1

2

 - сумма квадратов значений величины [image: image519.wmf]x

 на уровне [image: image520.wmf]j

A

.
В математической статистике доказывается, что факторная дисперсия характеризует влияние фактора [image: image521.wmf]A

 на величину [image: image522.wmf]x

, а остаточная – влияние случайных причин. Поэтому, если окажется, что [image: image523.wmf]2
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, следует сделать вывод об отсутствии существенного влияние фактора [image: image524.wmf]A

 на [image: image525.wmf]x

. Если же [image: image526.wmf]2

2

jcn

факт

S

S

f

, необходимо проверить значимость различия этих дисперсий, т. е. при заданном уровне значимости [image: image527.wmf]p

 проверить нулевую гипотезу о равенстве соответствующих генеральных дисперсий ([image: image528.wmf]2
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) при конкурирующей гипотезе([image: image529.wmf]2
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). Если проверка покажет значимость различия между [image: image530.wmf]2
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 (число степеней свободы которой [image: image531.wmf]1
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) и [image: image532.wmf]2
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(число степеней [image: image533.wmf])
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, следует сделать вывод о значимости различия между групповыми средними, т. е. о существенном влиянии фактора [image: image534.wmf]A

 на [image: image535.wmf]x

. Если различие незначимо, такого вывода сделать нельзя.

Пример. Методом дисперсионного анализа при уровне значимости [image: image536.wmf]05

,

0

=

a

 установите существенность реагента [image: image537.wmf]A

 (фактора [image: image538.wmf]F

) на синтез лекарственного препарата (выход х в условных единицах – результативный признак). Установите силу влияния фактора на признак.

	№ испытания
	Уровни фактора [image: image539.wmf]F



	
	А1
	А2
	А3

	1
	59
	58
	56

	2
	60
	57
	56

	3
	58
	58
	55

	4
	60
	56
	

	5
	59
	
	


Решение:

	№ испытания
	Уровни фактора [image: image540.wmf]F



	
	А1
	А2
	А3

	1
	59
	58
	56

	2
	60
	57
	56

	3
	58
	58
	55

	4
	60
	56
	

	5
	59
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1) Найдем групповую среднюю:

[image: image542.wmf]å
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 где [image: image543.wmf]i

n

 – количество испытаний для каждого уровня.
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Составим расчетную таблицу:

	№ испытания
	Уровни фактора F (а – количество уровней)

	
	А1
	А2
	А3
	a=3

	1
	59
	58
	56
	

	2
	60
	57
	56
	

	3
	58
	58
	55
	

	4
	60
	56
	
	

	5
	59
	
	
	

	ni
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Вычислим дисперсии:

1) [image: image555.wmf];
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3) [image: image559.wmf];
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[image: image560.wmf];
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4) [image: image562.wmf];
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[image: image563.wmf];
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Сравним [image: image564.wmf]2
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  и [image: image565.wmf]2
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Так как  [image: image566.wmf]2
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 > [image: image567.wmf]2
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, то наблюдается влияние фактора [image: image568.wmf]F

 на величину [image: image569.wmf]x

. Проверим значимость различия дисперсий:

· найдем наблюдаемое значение критерия различия:

[image: image570.wmf];
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· найдем табличное значение критерия достоверности используя таблицу Фишера – Снедекора (Приложение 5):
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[image: image572.wmf](
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· Сравним  [image: image573.wmf].
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 и [image: image574.wmf].
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:
[image: image575.wmf].
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 >[image: image576.wmf].
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Вывод: дисперсии различаются значимо на уровне значимости 0,05 . То есть фактор [image: image577.wmf]A

 оказывает существенное воздействие на признак x.
Оценим силу влияния фактора [image: image578.wmf]A

 на признак:
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Вывод: Изменения признака (выхода лекарственного препарата при его синтезе) на 76% обусловлены влиянием регулируемого фактора (реагента А) и на 24% влиянием всех других нерегулируемых факторов.

 Анализ временных рядов
Последовательность результатов наблюдений над некоторой величиной, полученных последовательно во времени, называют временным рядом. При этом интервалы между последовательными наблюдениями, как правило, принимаются равными.


Временной ряд называют детерминированным, если существует строгое функциональное соответствие между значениями времени регистрации и соответствующими значениями временного ряда. В этом случае значения [image: image580.wmf]x

 временного ряда в любой фиксированный момент времени [image: image581.wmf]t

 строго определены соответствующей функцией [image: image582.wmf])
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Величина случайного временного ряда в произвольный момент времени, по крайней мере теоретически, может быть описана соответствующей функцией распределения (или плотностью вероятностей), и для такого ряда могут быть определены основные числовые характеристики, т.е. математическое ожидание, дисперсия и среднее квадратическое отклонение. В общем случае произвольного ряда эта функция распределения (а значит, и соответствующие числовые характеристики) являются функцией времени, и такой ряд называют нестационарным. В то же время ряды, функция распределения значений которых не зависит от времени, называют стационарными. Ограничимся рассмотрением стационарных временных рядов. 
Поскольку функция распределения стационарного временного ряда не зависит от времени, то основные числовые характеристики такого ряда также не зависят от времени. При этом несмещенной (наилучшей) оценкой математического ожидания М(х) подобного ряда является среднее арифметическое [image: image583.wmf]x

 всех значений этого ряда [image: image584.wmf]1

x

, [image: image585.wmf]2
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, …, [image: image586.wmf]n
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, полученных последовательно в течение некоторого периода наблюдения:
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где [image: image588.wmf]n

 – общее количество экспериментальных значений.

Несмещенной (наилучшей) оценкой дисперсии [image: image589.wmf])

(

x

D

 стационарного временного ряда является величина [image: image590.wmf]2

s

, определяемая как среднее арифметическое квадратов отклонений всех наблюдавшихся значений временного ряда от их среднего значения:
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Несмещенной (наилучшей) оценкой среднего квадратического отклонения  стационарного временного ряда является величина s, определяемая как квадратный корень из оценки (исправленной) дисперсии:

[image: image592.wmf]2
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На практике часто возникает необходимость выявления основной тенденции изменения временного ряда (называемой трендом временного ряда), т.е. нахождения функции [image: image593.wmf](

)

t

f

.

В тех случаях, когда функция является линейной, тренд временного ряда удобно представить следующим образом:

[image: image594.wmf](
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,
причем коэффициент [image: image595.wmf]a

 и [image: image596.wmf]b

 можно определить, используя метод наименьших квадратов.

Для определения значений а и b, необходимо решить систему двух уравнений:
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Пример. Данные о динамике роста объема производства некоторого препарата на фармацевтической фабрике за 9 последовательных лет представлены в таблице:
	t
	1995
	1996
	1997
	1998
	1999
	2000
	2001
	2002
	2003

	x
	20
	27
	30
	41
	45
	51
	51
	55
	61


1) методом скользящего среднего провести сглаживание временного ряда;

2) построить линейную модель, параметры которой оценить МНК;

3) выполнить точечный прогноз на два шага вперед;

4) отобразить на графике фактические данные, результаты расчетов и прогнозирования;

Вычисления провести с точностью до сотых. Результаты промежуточных  вычислений представить в таблицах.

Решение: так как рассматриваемая функция не зависит от времени, то данный ряд можно записать в следующем виде:

	t
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	x
	20
	27
	30
	41
	45
	51
	51
	55
	61


1. Проведем сглаживание временного ряда: 

[image: image598.wmf];
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[image: image599.wmf].
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	t
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	
[image: image600.wmf]C
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	25,7
	32,7
	38,7
	45,7
	49
	52,3
	55,7


2. Найдем уравнение тренда в виде: 
[image: image601.wmf]b
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Промежуточные вычисления выполним в таблице:

	№
	t
	
[image: image602.wmf]C

x


	t·xC
	t2
	X(t)
	(

	1
	2
	25,7
	51,4
	4
	27,88
	2,18

	2
	3
	32,7
	98,1
	9
	32,86
	0,16

	3
	4
	38,7
	154,8
	16
	37,84
	-0,86

	4
	5
	45,7
	228,5
	25
	42,82
	-2,88

	5
	6
	49
	294
	36
	47,8
	-1,2

	6
	7
	52,3
	366,1
	49
	52,78
	0,48

	7
	8
	55,7
	445,6
	64
	57,76
	2,06

	(
	35
	299,8
	1638,5
	203
	 
	-0,06


Коэффициенты [image: image603.wmf]a

 и [image: image604.wmf]b

 найдем по формулам:
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[image: image606.wmf].
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Вывод: Модель адекватна данному процессу, так как 
[image: image607.wmf]0

»
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e

.
3. Построим точечный прогноз на два шага вперед, т.е. при t=10 и t=11.


[image: image608.wmf](
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3. Отобразим на графике фактические данные, результаты расчетов и прогнозирования (на графике не отражены точки сглаживания, полученные методом скользящего среднего)
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4. Математические методы теории оптимизации

(графический способ решения)
Математические методы оптимизации используют при решение таких практических задач, в которых требуется найти оптимальное из нескольких возможных решений.

При использовании данного метода решение задачи оптимизации в общем случае сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений и неравенств. 

Пример: 
Пусть задана система ограничений
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и целевая функция [image: image611.wmf].
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Требуется найти значения 
[image: image612.wmf]0
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, удовлетворяющие данной системе и превращающая в минимум целевую функцию 
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В нашем случае имеется 5 переменных и 3 уравнения, поэтому 
[image: image614.wmf]2
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 переменных можно принять в качестве свободных, выразив через них базисные переменные.


Так как целевая функция содержит переменные 
[image: image615.wmf]1
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 и 
[image: image616.wmf]2
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, то получим: 
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Каждая переменная в этой системе может принимать только неотрицательные значения. Геометрически это соответствует некоторой полуплоскости в системе координат 
[image: image618.wmf]2
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 рисунке.

[image: image1.wmf]Например, условие  
[image: image619.wmf]0
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 соответствует верхней полуплоскости, условие 
[image: image620.wmf]0
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 - правой, условие 
[image: image621.wmf]0
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 - полуплоскости, расположенной ниже прямой 
[image: image622.wmf].
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Действительно, при 
[image: image623.wmf]0
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 получим 
[image: image624.wmf],
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 следовательно, начало координат лежит в полуплоскости, соответствующей положительным значениям переменной 
[image: image625.wmf].
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 Построив далее прямые, соответствующие 
[image: image626.wmf],
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[image: image627.wmf],
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 получим область в которой, в которой все переменные неотрицательны, т. е. область допустимых значений (на рисунке она заштрихована). Многоугольник, соответствующий области допустимых решений (ОДР), является выпуклым, поскольку представляет собой  пересечение выпуклых областей, определяемых  условиями 
[image: image628.wmf].
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Геометрическую интерпретацию оптимального решения можно представить следующим образом. Построим прямую, соответствующую случаю, когда целевая функция равна нулю, т. е.  
[image: image629.wmf].
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Если прямую, графически представляющую целевую функцию, передвигать вверх параллельно самой себе, что соответствует увеличению 
[image: image630.wmf],

2

x

, то значение целевой функции уменьшается, и будем минимальным в крайней точке области допустимых значений, в данном случае в вершине В. Координаты этой точке найдем, решив,  совместно уравнения 
[image: image631.wmf]0
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 Получим: 
[image: image633.wmf].
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 При этом значение целевой функции 
[image: image634.wmf].
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Если прямую, графически представляющую целевую функцию, передвигать вниз параллельно самой себе, что в данном случае соответствует уменьшению 
[image: image635.wmf],
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, то значение целевой функции увеличивается, и будет максимальным в вершине С. Координаты этой точки найдем, решив, совместно уравнения 
[image: image636.wmf]0

3

=

x

 и 
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 Получим: 
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8

,

3

22

2

1

=

=

x

x

 и 
[image: image639.wmf].
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На практике не всегда в условии задачи дается система ограничений и вид целевой функции, поэтому прежде чем приступить к решению задачи необходимо, согласно условию задачи, составить систему ограничений и вид целевой функции. 

Пример: Аптека закупает у населения кору дуба по цене 7 руб за 1 кг и корень валерианы по цене 11 руб за 1 кг, а затем, расфасовав их, продает по цене соответственно 9 руб и 13,5 руб за кг. На закупку аптеке разрешено использовать не более 1200 руб, а план закупок составляет 110 кг коры дуба и 60 кг корня валерианы. Найти оптимальный план, соответствующий оптимальной прибыли (максимальной).

Решение: Пусть 
[image: image640.wmf]1

x

 - количество коры дуба в кг  закупаемое у населения, а 
[image: image641.wmf]2
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 - количество корня валерианы в кг.  Выражение 
[image: image642.wmf]2

1

11

7

x

x

+

 определяет расходы на закупку коры дуба и валерианы, по условию они не должны превышать 1200 руб, следовательно 
[image: image643.wmf].
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. Прибыль аптеки составит в рублях  
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 Целью аптеки, по условию задачи, является получение максимальной прибыл, т.е.
[image: image647.wmf]max
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Таким образом, система ограничений имеет вид:
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а целевая функция 
[image: image649.wmf].
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ЗАДАЧИ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Раздел I. Элементы высшей алгебры
Задание 1. Решение систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)

Для заданной системы трех линейных уравнений с тремя неизвестными требуется:

4) найти ее решение с помощью формул Крамера (рекомендуется использовать Excel);

5) записать систему в матричной форме и решить ее средствами матричного исчисления. Проверить правильность вычисления обратной матрицы, используя матричное умножение (рекомендуется использовать Excel);
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5.     [image: image654.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

=

+

-

-

=

-

+

1

2

1

3

4

2

3

2

1

3

2

1

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

         6.  [image: image655.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

+

-

=

+

=

-

20

4

3

2

36

11

4

34

5

7

3

2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x

x

  7.   [image: image656.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

=

+

-

=

+

+

8

7

2

1

3

5

3

4

2

3

2

1

3

2

1

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

    

  8.  [image: image657.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

-

-

=

-

+

=

-

+

3

3

4

2

6

3

8

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

   9.   [image: image658.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

=

-

+

=

+

-

6

5

2

3

20

4

3

2

6

3

2

3

2

1

3

2

1

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

   10.   [image: image659.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

=

-

+

=

+

-

13

2

6

5

11

3

5

2

8

2

3

4

3

2

1

3

2

1

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Раздел II. Элементы теории дифференциального и интегрального исчисления.

Задание 2.  Практические приложения дифференциального и интегрального исчисления . 

11. 

Задача 1. Тело массой 6 г движется по закону [image: image660.wmf]).
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  Определить кинетическую энергию тела [image: image661.wmf]2
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=

 через 5 с после начала движения. 

Задача 2. Установить, при каком процентном содержании "у" кислорода в газовой смеси скорость окисления азота будет  максимальной, если уравнение  кинетики  имеет  вид: [image: image662.wmf])
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, где k-постоянная, [image: image663.wmf]x

– концентрация окиси азота и  [image: image664.wmf]100
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Задача 3. Тело движется прямолинейно  со скоростью [image: image665.wmf]).

/

(

12

)

(

2

с

м

t

t

t

v

-

=

  Найти  путь, пройденный телом от начала движения до остановки.
Задача 4. Выразить для моля вещества критические параметры [image: image666.wmf]к
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 через постоянные [image: image667.wmf]b
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уравнения Ван–дер–Ваальса, учитывая, что в критической точке [image: image668.wmf]0
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.  Замечание:   уравнение Ван–дер–Ваальса  для одного моля газа имеет  вид: [image: image669.wmf](
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, где [image: image670.wmf]газа,
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[image: image671.wmf]-

V

объем газа, [image: image672.wmf]T

– абсолютная температура газа. 
12.  

Задача 1. Точка движется по закону [image: image673.wmf].
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   Показать, что 1) движение замедленное; 2) ускорение движения пропорционально кубу скорости.

Задача 2. Реакция организма на введенный лекарственный препарат описывается функцией [image: image674.wmf])
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, где [image: image675.wmf]x

- доза лекарственного препарата, [image: image676.wmf]a

- положительная постоянная. При каком значении [image: image677.wmf]x

реакция максимальна?

Задача 3.  Какое количество теплоты выделится в проводнике сопротивлением [image: image678.wmf]2

R

=

 кОм за 60 с, если закон изменения силы тока выражается формулой:[image: image679.wmf](
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Задача 4.  Показать, что функция [image: image681.wmf]2
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, рассматриваемая               в теории электричества и магнетизма, удовлетворяет уравнению Лапласа:                  [image: image682.wmf]0
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13. 

Задача 1.  Движение летчика при катапультировании из реактивного самолета приближенно можно описать формулой [image: image683.wmf]t
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(м). Определить скорость и ускорение летчика через 2с после катапультирования.

Задача 2.  В питательную среду вносят 1000 бактерий. Численность бактерий [image: image684.wmf]N

возрастает согласно уравнению [image: image685.wmf],
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где [image: image686.wmf]t

- время в часах. Определить максимальное количество бактерий.

Задача 3.  Материальная точка движется прямолинейно. Ускорение точки  изменяется по закону [image: image687.wmf]2
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. Какой скорости достигнет материальная точка через [image: image689.wmf]с
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после начала движения из состояния покоя? Какой путь пройдет она за это время?

Задача 4. В теории теплопроводности важную роль играет уравнение [image: image690.wmf]2

2

x

y

k

t

y

¶

¶

=

¶

¶

. Показать, что этому уравнению удовлетворяет функция [image: image691.wmf]x
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14.

Задача 1. Сторона квадрата увеличивается со скоростью [image: image692.wmf]v

.Какова скорость изменения периметра и площади квадрата в тот момент, когда его сторона равна [image: image693.wmf]a

?

Задача 2. Больному делается инъекция в момент времени [image: image694.wmf].
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 Концентрация лекарственного препарата в крови в момент времени [image: image695.wmf]t

 описывается зависимостью [image: image696.wmf]),
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 где [image: image697.wmf].
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 Определить момент  времени, когда концентрация  достигает максимума.

Задача 3.  Две точки начинают двигаться по прямой в один и тот же момент времени в одном и том же направлении из одного и того же места. Скорости точек равны [image: image698.wmf]2
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 м/с, соответственно.  Через  какое  время  расстояние  между  ними составит 216 м?

Задача 4. Зависимость объема [image: image700.wmf]V

 одного моля идеального газа от температуры [image: image701.wmf]T

 и давления [image: image702.wmf]p

выражается формулой [image: image703.wmf]RT
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– газовая постоянная (уравнение Менделеева–Клапейрона). Найти [image: image705.wmf]p
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15.

Задача 1.  Укорочение мышцы при одиночном раздражении описывается уравнением Релея [image: image707.wmf]2
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, где [image: image708.wmf]t

- время; [image: image709.wmf]k
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- постоянные. Найти скорость укорочения мышцы. 

Задача 2.  Амплитуда вынужденных колебаний материальной точки выражается функцией [image: image710.wmf]2
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, где [image: image711.wmf]b

– коэффициент затухания, [image: image712.wmf]0
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– частота собственных колебаний материальной точки, [image: image713.wmf]w

– частота вынуждающей силы, [image: image714.wmf]0
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– амплитудное значение вынуждающей силы, приходящейся на единицу массы. Найдите,  при каком значении частоты [image: image715.wmf]w

амплитуда достигает максимума, то есть возникает явление резонанса. Получите значение амплитуды при резонансе. 

Задача 3.  Найти массу стержня длиной 0,5 м, если его линейная плотность изменяется по закону [image: image716.wmf]2

4

,

0

5

x

x

dx

dm

+

=

(кг/м).

Задача 4.  Скорость химической реакции под действием ультразвука (УЗ) определяется уравнением: [image: image717.wmf],

A

v

2

t

V

E

¶

¶

¶

×

=

 где [image: image718.wmf]-

A

постоянная, [image: image719.wmf]-

E

энергия УЗ, поглощенная в объеме [image: image720.wmf]V

за время [image: image721.wmf]t

.  Записать уравнение скорости химической реакции  для [image: image722.wmf](

)

t

BV

E

×

=

w

sin

, где [image: image723.wmf]w

и

B

– постоянные,
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Задача 1.  Вращающееся маховое колесо за [image: image724.wmf]t

секунд поворачивается на угол[image: image725.wmf],

2

ct

bt

a

-

+

=

j

где [image: image726.wmf]-

c

b

a

,

,

положительные постоянные. Определить угловую скорость [image: image727.wmf]w

и ускорение[image: image728.wmf]e

 вращения. Когда колесо остановится?

Задача 2. Две точки движутся по координатным осям согласно уравнениям: [image: image729.wmf]9

2

-

=

t

x

 и [image: image730.wmf])

0

(

7

3

³

+

-

=

t

t

y

. В какой момент времени расстояние между точками будет наименьшим и чему оно будет равно? Покажите на графике расстояние между точками в моменты [image: image731.wmf]0

=

t

и  их наибольшего сближения

Задача 3.  На материальную точку действует сила, которая линейно зависит от пройденного пути:[image: image732.wmf]b

ax

x

F

+

=

)

(

. В начале движения она составляет 100 Н, а когда точка переместилась на 10 м, сила возросла до 600 Н. Найти  работу, произведенную силой на этом пути. Указание: элементарная работа [image: image733.wmf]dx

x

F

dA

)

(

=

.

Задача 4. Для увеличения сокоотдачи при обработке свежего лекарственного растительного вещества используется ультразвук (УЗ). Общее уравнение сокоотдачи при использовании УЗ имеет вид: [image: image734.wmf])

t

k

A(1

y

0125

,

0

0,7

h

e

-

×

×

+

=

, где [image: image735.wmf]k

и

A

– постоянные, [image: image736.wmf]-

t

продолжительность процесса (время), [image: image737.wmf]-

h

толщина «озвучиваемого» слоя сырья. Записать уравнение скорости сокоотдачи при условии, что: 1) [image: image738.wmf]const;

h

=

2) [image: image739.wmf]const

t

=
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Задача 1. Тело движется по прямой [image: image740.wmf]Ox

по закону[image: image741.wmf]t

t

t

x

3

2

3

2

3

+

-

=

. Определить скорость и ускорение движения. В какие моменты тело меняет направление движения?

Задача 2. Каким должно быть внешнее сопротивление [image: image742.wmf]R

цепи, чтобы элемент с внутренним сопротивлением [image: image743.wmf]Ом

r

16

,

0

=

и эдс [image: image744.wmf],

5

,

2

В

=

e

развивал максимальную мощность [image: image745.wmf]?

)

(

2

2

r

R

R

P

+

=

e

 Чему равна максимальная мощность при заданных параметрах?

Задача 3.  Скорость роста популяции насекомых моделируется функцией [image: image746.wmf]2

t

t

dt

dN

+

=

, где [image: image747.wmf]N

- численность насекомых, [image: image748.wmf]t

- время (в днях). Определить численность насекомых в популяции спустя: 1) 1 день; 2) 5 дней; 3) 10 дней, если в начальный момент времени число особей в популяции равно 10000.

Задача 4. Параметры идеального газа [image: image749.wmf]T

V,

p,

 (давление, объем и температура) связаны уравнением Менделеева–Клапейрона: [image: image750.wmf]RT

pV

=

, где [image: image751.wmf]R

– газовая постоянная. Показать, что выполняется равенство: [image: image752.wmf]1

V

p

-

=

¶

¶

×

¶

¶

×

¶

¶

p

T

T

V

.
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Задача 1. Угол [image: image753.wmf]a

, на который повернется колесо через [image: image754.wmf]t

с, равен[image: image755.wmf]36

12

3

2

+

-

=

t

t

a

. Найти угловую [image: image756.wmf]w

скорость колеса в момент [image: image757.wmf]с

t

4

=

и момент, когда колесо остановится.

Задача 2.  Используя формулу Планка [image: image758.wmf]1

1

2

)

,

(

5

2

-

×

=

kT

hc

e

hc

T

f

l

l

p

l

, получите выражение для закона Вина, т.е. найдите такую длину волны [image: image759.wmf]l

, при которой функция [image: image760.wmf])

,

(

T

f

l

достигает максимума. В полученном уравнении [image: image761.wmf])

(

T

l

вычислите значение постоянного множителя, обозначив его через [image: image762.wmf]b

([image: image763.wmf]b

– постоянная Вина), используя  значения констант: постоянная Планка [image: image764.wmf]с

Дж

h

×

×

=

-

34

10

63

,

6

, скорость света в вакууме [image: image765.wmf]с

м

с

8

10

3

×

=

, постоянная Больцмана [image: image766.wmf]К

Дж

k

23

10

38

,

1

-

×

=

. 

Задача 3. Ускорение протона изменяется по закону:  [image: image767.wmf]t

e

t

a

2

4

,

6

)

(

=

(в СИ). Найти: 1) законы движения [image: image768.wmf])

(

),

(

t

x

t

v

 2) соотно​шения  между [image: image769.wmf])

(

t

a

и [image: image770.wmf])

(

t

v

.
Задача 4. Выразить для моля вещества критические параметры [image: image771.wmf]к

к

к

T

,

p

,

V

 через постоянные [image: image772.wmf]b

и

a

уравнения Ван–дер–Ваальса, учитывая, что в критической точке [image: image773.wmf]0

,

0

V

p
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÷
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÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

V

p

T

.  
Замечание:   уравнение Ван–дер–Ваальса  для одного моля газа имеет  вид: [image: image774.wmf](

)

RT

b

V

V

=

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

2

a

p

, где [image: image775.wmf]газа,

давление

-

p

[image: image776.wmf]-

V

объем газа, [image: image777.wmf]T

– абсолютная температура газа. 
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Задача 1. Радиус шара  увеличивается со скоростью [image: image778.wmf]v

.Какова скорость изменения объема и площади поверхности шара в тот момент, когда его радиус равен [image: image779.wmf]R

?

Задача 2. Реакция организма на дозу [image: image780.wmf]x

 лекарственного препарата спустя [image: image781.wmf]t

часов после приема описывается функцией [image: image782.wmf]t

e

t

x

a

x

t

x

f

-

-

=

2

2

)

(

)

,

(

. При какой дозе  [image: image783.wmf]x

 лекарственного препарата реакция организма достигает максимума и когда она наступит?

Задача 3. Скорость роста числа бактерий задается уравнением [image: image784.wmf]t

dt

dN

3

4

10

2

10

×

-

=

 , где [image: image785.wmf]N

- численность бактерий, [image: image786.wmf]t

- время. Найти закон роста числа бактерий [image: image787.wmf])

(

t

N

, если при [image: image788.wmf]0

=

t

[image: image789.wmf]6

10

)

0

(

=

N

.

Задача 4. Показать, что функция [image: image790.wmf]2

2

2

)

(

)

(

)

(

c

z

b

y
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-

+

-

=

m

j

, рассматриваемая в теории электричества и магнетизма, удовлетворяет уравнению Лапласа:                  [image: image791.wmf]0
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Задача 1. Показать, что если тело движется по закону[image: image792.wmf]t

t

be

ae

s

-

+

=

, то его ускорение равно пройденному пути.

Задача 2.  Определить наибольшую площадь прямоугольника, вписанного в круг радиуса [image: image793.wmf].

R


Задача 3. Скорость распада радиоактивного вещества выражается зависимостью [image: image794.wmf]kt

e

km

dt

dm

-

-

=

0

, где [image: image795.wmf]k

-постоянная, [image: image796.wmf]0

m

- начальная масса радиоактивного вещества. Составить закон изменения массы [image: image797.wmf]).

(

t

m


Задача 4. Скорость химической реакции под действием ультразвука (УЗ) определяется уравнением: [image: image798.wmf],

A

v
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t

V

E

¶

¶

¶

×

=

 где [image: image799.wmf]-

A

постоянная, [image: image800.wmf]-

E

энергия УЗ, поглощенная в объеме [image: image801.wmf]V

за время [image: image802.wmf]t

.  Записать уравнение скорости химической реакции  для [image: image803.wmf](

)

t

BV

E

×

=

w

sin

, где [image: image804.wmf]w

и

B

– постоянные,

Задание 3.  Задачи на составление и решение дифференциальных уравнений.

21.  В  реакции первого порядка расход реагента равен 40%  через 40 минут. Вычислить: 1) константу скорости; 2) время, необходимое для завершения реакции на 80%.

22.  В реакции второго порядка участвуют реагенты с начальными концентрациями 0,1 моль/дм 3 и расходуются на 20% за 20 минут. Вычислить: 1) константу скорости;  2) время необходимое для расхода реагентов на 80%;  3) время, необходимое для расхода реагентов на 20% при начальных концентрациях по 0,02 моль/дм3.

23. Наэлектризованное изолированное тело вследствие несовершенства изоляции постепенно теряет свой заряд. Скорость потери заряда пропорциональна его величине. В начальный момент времени величина заряда равна 100Кл, а по истечении 10 мин–50Кл. Определить величину заряда через 20 мин.

24. В реакцию первого порядка вступает 1000 молекул и за одну секунду 400 из них распадается. Сколько молекул распадается за 2 секунды?

25.  Скорость распада радия пропорциональна его наличному количеству. Период полураспада радия равен 1600 лет. Определи​те, какой процент первоначального количества радия распадается в течение 100 лет. 

26.  В реакции третьего порядка участвуют реагенты с начальными концентрациями 0,1 моль/дм 3 и расходуются на 20% за 20 минут. Вычислить: 1) константу скорости;  2) время необходимое для расхода реагентов на 80%.  

27.  Тело  температурой  2500С погружено в термостат при температуре        500С. Определить,  за какое время тело охладится до 1000С,  если за 20 минут оно охлаждается до 2000С. Скорость  охлаждения  тела пропорциональна разности температур тела и окружающей среды.

28. Скорость  охлаждения  тела пропорциональна разности температур тела и окружающей среды.  Найти закон охлаждения тела, если за 10 мин температура тела снизилась от 100 до 600С, а температура воздуха была постоянной и равнялась 200С.  За  какое  время тело охладится  до  300С и какова будет температура тела через 15 минут?

29. Скорость прироста фермента пропорциональна его наличному количеству. Чему будет равно количество фермента через 5 часов, если его первоначальное количество равно 1г, а через час становится равным 1,2г?

30. Металлический  шар,  температура  которого  1200С,  охлаждается струей воды температуры 00С. Через 8 мин шар охладился до температуры 900С.

 Найти: 1) за сколько времени шар охладится до 700С;

              2) какова будет температура шара через 30 мин после начала охлаждения? Скорость  охлаждения  тела  пропорциональна разности температур тела и окружающей среды.

Раздел III. Элементы теории вероятностей и математической статистики

Задание 4. Первичный анализ выборочных данных (рекомендуется использовать Excel);

 Из таблицы значений некоторого признака сделайте выборку согласно номеру задачи своего варианта и выполните статистическую обработку данных по следующей схеме:

1) выполнить ранжирование признака и составить безинтервальный вариационный ряд распределения, выбрав [image: image805.wmf]40

=

n

его значений (согласно своему варианту);

2) составить равноинтервальный вариационный ряд, разбив всю вариацию на [image: image806.wmf]k

интервалов;

3) построить гистограмму распределения;

4) найти числовые характеристики выборочной совокупности:

–  характеристики положения (выборочную среднюю,  моду, медиану);

– характеристики рассеяния (выборочную дисперсию, среднеквадратическое отклонение, коэффициент вариации, показатели асимметрии и эксцесса)

5) по результатам обработки выборочных данных (на основании выполнения свойств нормального распределения и вида гистограммы) выдвинуть гипотезу о нормальном распределении генеральной совокупности и проверить ее:

 –  используя правило «[image: image807.wmf]s

x

-

3

»;

 – с помощью коэффициентов асимметрии [image: image808.wmf]As

и эксцесса [image: image809.wmf]Ex

на уровне значимости [image: image810.wmf]05

,

0

=

a

;

6) построить полигон распределения и кривую нормального распределения по опытным данным, приняв в формуле Гаусса математическое ожидание [image: image811.wmf]в

x

a

=

 и [image: image812.wmf]в

s

s

=

;

7) найти доверительный интервал для генеральной средней [image: image813.wmf]г

X

. Принять уровень значимости  [image: image814.wmf]05

,

0

=

a

. 

31. Номера значений с 1 по 40

32. Номера значений с 21 по 60

33. Номера значений с 41 по 80

34. Номера значений с 61 по 100

35. Номера значений с 81 по 120

36. Номера значений с 101 по 140

37. Номера значений с 121по 160

38. Номера значений с 141по 180

39. Номера значений с 161по 200

40. Номера значений с 1 по 20 и с 181по 200

Таблица значений признака
	№
	Значения признака, полученные в результате эксперимента

	1–10
	84
	91
	87
	83
	90
	69
	100
	96
	79
	94

	11–20
	93
	86
	81
	83
	84
	92
	93
	85
	84
	88

	21–30
	63
	87
	87
	81
	95
	90
	69
	95
	96
	84

	31–40
	82
	79
	88
	90
	92
	80
	81
	85
	81
	83

	41–50
	84
	96
	86
	94
	85
	92
	79
	75
	94
	66

	51–60
	88
	79
	89
	75
	92
	79
	78
	95
	84
	91

	61–70
	91
	74
	73
	73
	85
	85
	76
	83
	76
	86

	71–80
	71
	85
	92
	84
	90
	82
	90
	73
	89
	87

	81–90
	72
	96
	85
	95
	91
	76
	94
	95
	84
	96

	91–100
	77
	85
	103
	96
	97
	84
	78
	93
	92
	89

	101–110
	83
	86
	96
	89
	87
	83
	79
	79
	95
	90

	111–120
	77
	91
	87
	88
	89
	78
	86
	85
	78
	79

	121–130
	82
	68
	71
	87
	89
	89
	81
	81
	70
	79

	131–140
	88
	104
	91
	97
	77
	88
	86
	79
	86
	72

	141–150
	77
	85
	93
	85
	87
	83
	76
	79
	90
	91

	151–160
	84
	74
	76
	75
	93
	103
	80
	96
	100
	95

	161–170
	102
	81
	75
	80
	90
	85
	82
	77
	94
	102

	171–180
	87
	95
	99
	83
	80
	93
	90
	79
	93
	106

	181–190
	95
	85
	84
	90
	93
	95
	98
	88
	79
	91

	191–200
	86
	88
	93
	80
	103
	88
	90
	68
	89
	90


Задание 5.  Регрессионный и корреляционный анализ. (рекомендуется использовать Excel)

Задачи 41-50. Даны результаты  9  независимых  измерений  над  системой  случайных величин (X,Y).  Требуется:  

8) построить корреляционное поле;

9) предполагая,   что  данная    зависимость  между  X  и  Y   близка  к   линейной,   найти выборочный коэффициент  корреляции 
[image: image815.wmf]xy

r

; 

10)  проверить достоверность найденного значения  выборочного   коэффициента     корреляции при уровне значимости 
[image: image816.wmf]05

,

0

=

a

;

11)  найти    уравнения регрессии Y на X   и  X  на   Y;

12)  построить линии регрессии на графике экспериментальных данных.  

41.

	     X
	20
	27
	30
	41
	45
	51
	51
	55
	61

	    Y
	45
	43
	40
	36
	38
	34
	31
	28
	25


42.

	   X
	52
	54
	55
	59
	60
	62
	63
	66
	70

	  Y
	95
	89
	85
	86
	82
	80
	81
	76
	73


43.

	X
	95
	89
	85
	86
	82
	80
	81
	76
	73

	Y
	12
	15
	18
	22
	25
	31
	32
	37
	41


44.

	 X
	15
	20
	24
	30
	33
	37
	36
	40
	42

	Y
	45
	43
	40
	36
	38
	34
	31
	28
	25


45.

	X
	52
	54
	55
	59
	60
	62
	63
	66
	70

	Y
	12
	15
	18
	22
	25
	31
	32
	37
	41


46.

	  X
	45
	43
	40
	36
	38
	34
	31
	28
	25

	  Y
	12
	15
	18
	22
	25
	31
	32
	37
	41


 47.

	 X
	95
	89
	85
	86
	82
	80
	81
	76
	73

	 Y
	20
	27
	30
	41
	45
	51
	51
	55
	61


48.

	   X
	12
	15
	18
	22
	25
	31
	32
	37
	41

	   Y
	52
	54
	55
	59
	60
	62
	63
	66
	70


49.

	    X
	45
	43
	40
	36
	38
	34
	31
	28
	25

	   Y
	15
	20
	24
	30
	33
	37
	36
	40
	42


50.

	   X
	20
	27
	30
	41
	45
	51
	51
	55
	61

	  Y
	12
	15
	18
	22
	25
	31
	32
	37
	41


Задание 6.  Однофакторный дисперсионный анализ (рекомендуется использовать Excel);

51. За месяц известны данные о выработке рабочего за время работы в первую и вторую смены:

	Смена
	Выработка рабочего, нормо–час

	I
	12,1;  11,1;  12,6;  12,9;  11,6;  13,1;  12,6;  12,4;  11,6;  17,3;  12,9;  11,6;   12,4

	II
	9,9;  11,4;  13,4;  10,4;  12,9;  12,6;  13,9;  13,4;  12,4;     9,9


 
Методом  дисперсионного анализа при уровне значимости [image: image817.wmf]05

,

0

=

a

установите существенность расхождения между выработками рабочего в первую и вторую смену. Установите силу влияния рассматриваемого фактора на признак. 

52. Методом  дисперсионного анализа при уровне значимости [image: image818.wmf]05

,

0

=

a

установите существенность влияния некоторого физического фактора [image: image819.wmf]F

, имеющего три уровня градации, на массу экспериментальных животных [image: image820.wmf])

,

(

г

X

:
	
	Уровень фактора [image: image821.wmf]F



	
	[image: image822.wmf]1

F


	[image: image823.wmf]2

F


	[image: image824.wmf]3

F



	Значения признака

[image: image825.wmf][image: image826.wmf])

,

(

г

X


	30
	35
	40

	
	32
	39
	44

	
	34
	38
	42

	
	28
	36
	

	
	30
	
	


Установите силу влияния фактора на признак.

53.  

	
	Уровень фактора [image: image827.wmf]F



	
	[image: image828.wmf]1

F


	[image: image829.wmf]2

F


	[image: image830.wmf]3

F


	[image: image831.wmf]4

F



	Значения признака

[image: image832.wmf][image: image833.wmf])

,

(

г

X


	70
	71
	78
	73

	
	75
	70
	74
	72

	
	73
	72
	70
	71

	
	72
	73
	76
	74

	
	71
	
	72
	72

	
	74
	
	
	


Методом  дисперсионного анализа при уровне значимости [image: image834.wmf]05

,

0

=

a

установите существенность влияния способа  обработки фармацевтического сырья (фактора [image: image835.wmf]F

) на выход продукта – результативный признак [image: image836.wmf])

,

(

кг

X

. Установите силу влияния фактора на признак.
54.  Методом  дисперсионного анализа при уровне значимости [image: image837.wmf]05

,

0

=

a

установите существенность влияния реагента [image: image838.wmf]A

(фактора [image: image839.wmf]F

) на синтез лекарственного препарата (выход [image: image840.wmf].

.

,

е

у

X

 – результативный признак). Установите силу влияния фактора на признак.

	
	Уровень фактора [image: image841.wmf]F



	
	[image: image842.wmf]1

F


	[image: image843.wmf]2

F


	[image: image844.wmf]3

F


	[image: image845.wmf]4

F



	Значения признака

[image: image846.wmf][image: image847.wmf].)

.

,

(

е

у

X


	4,5
	3,0
	4,0
	3,5

	
	3,5
	2,5
	3,5
	2,0

	
	6,5
	5,5
	4,5
	6,0

	
	7,5
	7,0
	
	7,0

	
	5,5
	4,0
	
	

	
	6,0
	
	
	


55. Методом  дисперсионного анализа при уровне значимости [image: image848.wmf]05

,

0

=

a

установите существенность реагента [image: image849.wmf]B

(фактора [image: image850.wmf]F

) на синтез лекарственного препарата (выход [image: image851.wmf].

.

,

е

у

X

 – результативный признак). Установите силу влияния фактора на признак.

	
	Уровень фактора [image: image852.wmf]F



	
	[image: image853.wmf]1

F


	[image: image854.wmf]2

F


	[image: image855.wmf]3

F


	[image: image856.wmf]4

F



	Значения признака

[image: image857.wmf][image: image858.wmf].)

.

,

(

е

у

X


	4,5
	3,5
	6,5
	7,5

	
	3,0
	2,5
	5,5
	7,0

	
	4,0
	3,5
	4,5
	8,5

	
	3,5
	2,0
	6,0
	7,0


56. Методом  дисперсионного анализа при уровне значимости [image: image859.wmf]05

,

0

=

a

установите существенность влияния [image: image860.wmf]pH

среды (фактора [image: image861.wmf]F

) на экстракцию комплекса металла с лигандом из водной фазы в органическую фазу (выход [image: image862.wmf],%

X

 – результативный признак). Установите силу влияния фактора на признак.
	      [image: image863.wmf]pH


	Уровень фактора [image: image864.wmf]F



	
	[image: image865.wmf]1

F

=3
	[image: image866.wmf]2

F

=6
	[image: image867.wmf]3

F

=9

	Значения признака

[image: image868.wmf],%)

(

X


	63
	69
	91

	
	42
	73
	68

	
	71
	82
	60


57.  Методом  дисперсионного анализа при уровне значимости [image: image869.wmf]05

,

0

=

a

установите существенность влияния лиганда (фактора [image: image870.wmf]F

) на экстракцию комплекса металла с лигандом из водной фазы в органическую фазу (выход [image: image871.wmf],%

X

 – результативный признак). Установите силу влияния фактора на признак.

	
	Уровень фактора [image: image872.wmf]F



	
	[image: image873.wmf]1

F

=1%
	[image: image874.wmf]2

F

=2%
	[image: image875.wmf]3

F

=3%

	Значения признака

[image: image876.wmf][image: image877.wmf],%)

(

X


	63
	42
	71

	
	69
	73
	82

	
	91
	68
	60


58. Методом  дисперсионного анализа при уровне значимости [image: image878.wmf]05

,

0

=

a

установите существенность влияния температуры (фактора [image: image879.wmf]С

F

0

,

) на выход продукта биохимического синтеза (выход  [image: image880.wmf],%

X

– результативный признак). Установите силу влияния фактора на признак.
	
	Уровень фактора [image: image881.wmf]F



	
	[image: image882.wmf]1

F


	[image: image883.wmf]2

F


	[image: image884.wmf]3

F


	[image: image885.wmf]4

F



	Значения признака

[image: image886.wmf],%)

(

X


[image: image887.wmf]
	32,2
	32,7
	30,7
	33,3

	
	35,2
	35,2
	32,2
	33,8

	
	45,7
	44,2
	43,7
	44,0

	
	42,5
	37,0
	35,7
	53,6

	
	36,8
	
	38,0
	37,8

	
	40,8
	
	
	


59. Методом  дисперсионного анализа при уровне значимости [image: image888.wmf]05

,

0

=

a

установите существенность влияния фермента [image: image889.wmf]A

(фактора [image: image890.wmf]е

у

F

.

,

) на выход продукта биохимического синтеза (выход  [image: image891.wmf],%

X

– результативный признак). Установите силу влияния фактора на признак

	
	Уровень фактора [image: image892.wmf]F



	
	[image: image893.wmf]1

F


	[image: image894.wmf]2

F


	[image: image895.wmf]3

F


	[image: image896.wmf]4

F



	Значения признака

[image: image897.wmf][image: image898.wmf],%)

(

X


	4,5
	3,0
	4,0
	3,5

	
	3,5
	2,5
	3,5
	2,0

	
	6,5
	5,5
	4,5
	6,0

	
	7,5
	7,0
	
	7,0

	
	5,5
	4,0
	
	

	
	6,0
	
	
	


60. Методом  дисперсионного анализа при уровне значимости [image: image899.wmf]05

,

0

=

a

установите существенность влияния фермента [image: image900.wmf]B

(фактора [image: image901.wmf]е

у

F

.

,

) на выход продукта биохимического синтеза (выход  [image: image902.wmf],%

X

– результативный признак). Установите силу влияния фактора на признак

	
	Уровень фактора [image: image903.wmf]F



	
	[image: image904.wmf]1

F


	[image: image905.wmf]2

F


	[image: image906.wmf]3

F



	Значения признака

[image: image907.wmf][image: image908.wmf],%)

(

X


	35,2
	42,4
	32,4

	
	35,2
	37,4
	33,3

	
	32,2
	40,7
	34,8

	
	33,8
	38,2
	34,6

	
	34,8
	44,3
	

	
	32,2
	
	


Задание 7.  Анализ временных рядов (рекомендуется использовать Excel)

1) методом скользящего среднего провести сглаживание временного ряда;

2) построить линейную модель, параметры которой оценить МНК;

3) построить точечный прогноз на два шага вперед;

4) отобразить на графике фактические данные, результаты расчетов и прогнозирования;

Вычисления провести с точностью до сотых. Результаты промежуточных  вычислений представить в таблицах.

61. Реализация аспирина по аптеке (тыс. руб.):

	Год
	1978
	1979
	1980
	1981
	1982
	1983
	1984
	1985

	[image: image909.wmf]x(t)


	32
	36
	31
	20
	16
	10
	12
	10


62. Динамика потребления желчегонных препаратов в клинике:

	год
	1989
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994

	[image: image910.wmf](

)

t

C

, тыс. упаковок
	36
	33
	27
	22
	25
	23


63. Динамика числа работников, занятых в системе районного аптекоуправления:

	Год
	1989
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994
	1995
	1996

	[image: image911.wmf]x(t)


	28
	36
	32
	28
	22
	20
	35
	20


64. Динамика потребления сульфаниламидных препаратов в клинике (тыс. упаковок):

	Год
	1989
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994
	1995
	1996

	[image: image912.wmf]x(t)


	14
	21
	29
	33
	38
	44
	46
	50


65. Динамика потребления реланиума в клинике (ампул)

	Год
	1989
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994
	1995

	[image: image913.wmf]x(t)


	48
	50
	44
	46
	37
	40
	35


66. Динамика товарооборота аптеки в расчете на душу населения (у.е.):

	Год
	1989
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994
	1995
	1996

	[image: image914.wmf]x(t)


	10
	17
	18
	13
	17
	21
	25
	29


67. Динамика СОЭ от времени у больного:

	недели
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	[image: image915.wmf]ч

мм

x(t),


	50
	56
	68
	52
	64
	72
	66
	76


68. Уменьшение дефицита спазмалитиков (тыс. руб.):

	
	1989
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994
	1995
	1996

	[image: image916.wmf]x(t)


	36
	42
	34
	38
	12
	32
	26
	20


69. Заготовка лекарственного сырья по аптекоуправлению (тыс. руб.)

	
	1989
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994
	1995
	1996

	[image: image917.wmf]x(t)


	46
	52
	44
	48
	32
	42
	36
	30


70. Изменение  потребления желчегонных препаратов по аптеке (тыс. руб.):

	Год
	1978
	1979
	1980
	1981
	1982
	1983
	1984
	1985

	[image: image918.wmf]x(t)


	0,9
	1,7
	1,5
	1,7
	1,5
	2,1
	2,5
	3,6


Раздел IY. Математические методы теории оптимизации
Задание 8. Решение задач линейного программирования (рекомендуется использовать Excel)

Составить математическую модель задачи:

1) ввести неизвестные; 

2) определить целевую функцию, которую надо оптимизировать;

3) ввести систему ограничений в виде неравенств;

Решить задачу двумя способами: графически и с использованием Excel. 
71. Аптека закупает у населения плоды шиповника по цене 8 руб. за 1 кг и рябины по цене 4 руб. за 1 кг, а затем, расфасовав их, продает по цене соответственно 10 руб. и 8 руб. за кг. На закупку аптеке разрешено использовать не более 500 руб., а план закупок составляет 25 кг шиповника и 50 кг рябины. Аптека закупила у населения 40 кг шиповника и 25 кг рябины. Оптимальны ли результаты в отношении прибыли от закупок и продажи плодов? Найти оптимальный план, соответствующий оптимальной прибыли.

72. При переработке некоторого лекарственного сырья возможно использование одной из двух технологий. При переработке сырья по первой технологии выход полезного продукта составляет 15%, на производство 1 кг продукта затрачивается 8 чел.– ч. и 12 руб. При переработке сырья по второй технологии выход полезного продукта составляет 10% на производство 1 кг продукта затрачивается 14 чел.– ч. и 9 руб. Фонд заработной платы не превышает 3960 руб., трудовые ресурсы ​– 4480 чел.–ч. Масса лекарственного сырья 400 кг. Какое количество сырья надо переработать по первой технологии и по второй технологии, чтобы получить максимальный выход полезного продукта? 

73. Аптека закупает у населения кору дуба по цене 3 руб. за 1 кг и корень валерианы по цене 10 руб. за 1 кг, а затем, расфасовав их, продает по цене соответственно 4 руб. и 12 руб. за кг. На закупку аптеке разрешено использовать не более 1000 руб., а план закупок составляет 100 кг коры дуба и 50 кг корня валерианы. Аптека закупила у населения 120 кг коры дуба и 75 кг корня валерианы. Оптимальны ли результаты в отношении прибыли от закупок и продажи плодов? Найти оптимальный план, соответствующий оптимальной прибыли.

74.   При переработке некоторого лекарственного сырья возможно использование одной из двух технологий. При переработке сырья по первой технологии выход полезного продукта составляет 10%, на производство 1 кг продукта затрачивается 10 чел.– ч. и 15 руб. При переработке сырья по второй технологии выход полезного продукта составляет 15% на производство 1 кг продукта затрачивается 16 чел.– ч. и 10 руб. Фонд заработной платы не превышает 3600 руб., трудовые ресурсы ​– 4480 чел.– ч. Масса лекарственного сырья 500 кг. Какое количество сырья надо переработать по первой технологии и по второй технологии, чтобы получить максимальный выход полезного продукта? 

75. Аптека закупает у населения шалфей по цене 5 руб. за 1 кг и тысячелистник по цене 3 руб. за 1 кг, а затем, расфасовав их, продает по цене соответственно 8 руб. и 5 руб. за кг. На закупку аптеке разрешено использовать не более 500 руб., а план закупок составляет 50 кг шалфея и 75 кг тысячелистника. Аптека закупила у населения 80 кг шалфея и100 кг тысячелистника. Оптимальны ли результаты в отношении прибыли от закупок и продажи плодов? Найти оптимальный план, соответствующий оптимальной прибыли.

76.   При переработке некоторого лекарственного сырья возможно использование одной из двух технологий. При переработке сырья по первой технологии выход полезного продукта составляет 20%, на производство 1 кг продукта затрачивается 10 чел.– ч. и 15 руб. При переработке сырья по второй технологии выход полезного продукта составляет 25% на производство 1 кг продукта затрачивается 15 чел.– ч. и 12 руб. Фонд заработной платы не превышает 3960 руб., трудовые ресурсы ​– 4500 чел.– ч. Масса лекарственного сырья 600 кг. Какое количество сырья надо переработать по первой технологии и по второй технологии, чтобы получить максимальный выход полезного продукта? 

77. Аптека закупает у населения плоды кукурузные рыльца  по цене 8 руб. за 1 кг и березовые почки  по цене 10 руб. за 1 кг, а затем, расфасовав их, продает по цене соответственно 10 руб. и 12 руб. за кг. На закупку аптеке разрешено использовать не более 1000 руб., а план закупок составляет 50 кг кукурузных рылец и 40 кг березовых почек. Аптека закупила у населения 60 кг кукурузных рылец и 60 кг березовых почек. Оптимальны ли результаты в отношении прибыли от закупок и продажи плодов? Найти оптимальный план, соответствующий оптимальной прибыли.

78. При переработке некоторого лекарственного сырья возможно использование одной из двух технологий. При переработке сырья по первой технологии выход полезного продукта составляет 10%, на производство 1 кг продукта затрачивается 8 чел.– ч. и 9 руб. При переработке сырья по второй технологии выход полезного продукта составляет 15% на производство 1 кг продукта затрачивается 14 чел.– ч. и 12 руб. Фонд заработной платы не превышает 3960 руб., трудовые ресурсы ​– 4480 чел.– ч. Масса лекарственного сырья 500 кг. Какое количество сырья надо переработать по первой технологии и по второй технологии, чтобы получить максимальный выход полезного продукта? 

79. Аптека закупает у населения плоды шиповника по цене 2 руб. за 1 кг и рябины по цене 0,5 руб. за 1 кг, а затем, расфасовав их, продает по цене соответственно 3 руб. и 1 руб. за кг. На закупку аптеке разрешено использовать не более 1000 руб., а план закупок составляет 300 кг шиповника и 400 кг рябины. Аптека закупила у населения 400 кг шиповника и 500 кг рябины. Оптимальны ли результаты в отношении прибыли от закупок и продажи плодов? Найти оптимальный план, соответствующий оптимальной прибыли.

80. При переработке некоторого лекарственного сырья возможно использование одной из двух технологий. При переработке сырья по первой технологии выход полезного продукта составляет 25%, на производство 1 кг продукта затрачивается 12 чел.– ч. и 10 руб. При переработке сырья по второй технологии выход полезного продукта составляет 20% на производство 1 кг продукта затрачивается 14 чел.– ч. и 16 руб. Фонд заработной платы не превышает 3960 руб., трудовые ресурсы ​– 4480 чел.– ч. Масса лекарственного сырья 700 кг. Какое количество сырья надо переработать по первой технологии и по второй технологии, чтобы получить максимальный выход полезного продукта? 

Раздел Y.  Основные теоретические вопросы курса
Задание 9. Составьте краткий, но исчерпывающий конспект ответа на предложенные вопросы.
1) Задачи, приводящие к понятию производной. Определение производной. Геометрический и механический смысл производной. 

2) Случайные события их классификация. Классическое  и статисти​ческое  определение вероятности случайного события. Сумма событий, теорема сложения вероятностей, произведение событий, зависимые и независимые события. Условная вероятность, теорема умножения вероятностей. 

1) Понятие сложной функции. Примеры. Производная сложной функции. Повторное дифференцирование (производные второго и высших порядков). Физический смысл производной второго порядка.

2) Классическое  и статисти​ческое  определение вероятности случайного события. Условная вероятность, теорема умножения вероятностей. Полная группа событий. Формула полной вероятности. Формула Байеса. 

83. 

1) Дифференциал функции. Дифференциал сложной функции. Инвариантность дифференциала.  Дифференциал второго порядка.

2) Повторные независимые испытания: формула Бeрнулли. Локальная теорема Лапласа.  Интегральная теорема Лапласа. Простейший поток случайных событий и распределение Пуассона.

84. 

1)  Определение возрастающей и убывающей на интервале функции. Необходимые и достаточные условия возрастания и убывания дифференцируемой функции на интервале. Экстремум функции. Необходимые и достаточные условия существования экстремума дифференцируемой функции. Исследование функции на экстремум с помощью производных 1-го и 2-го порядка. 

2) Случайные величины. Дискретные и непрерывные случайные величины. Закон распределения и функция распределения дискретной случай​ной величины, многоугольник распределения. Математическое ожидание, дисперсия и среднеквадратическое отклонение дискретной случайной величины, их смысл и свойства. Биноминальное распределе​ние, распределение Пуассона. 

85. 

1) Функции нескольких переменных. Частные производные, частные и полные дифференциалы функций нескольких переменных. Применение дифференциала функции к приближенным вычислениям.

2) Функция распределения и плотность распре​деления вероятностей непрерывной случайной величины, их свойства и вероятностный смысл. Числовые характеристики распределения непрерывных случайных величин. Равномерное и нормальное распределения. Вероят​ность попадания в заданный интервал непрерывной  случайной  величины, в том числе нормально распределенной. 

86.

1) Исследование на экстремум функции двух переменных. Метод наименьших квадратов

2) Выборочный метод. Задачи математической статистики. Генеральная и выборочная совокупность, способы отбора, представительность выборки. Статистическое распределение выборки, дискретный и интервальный вариационные ряды. Полигон и гистограмма. Эмпирическая функция распределения.

87.  

1) Неопределённый интеграл. Основные свойства неопределённого интеграла.  Непосредственное интегрирование,  интегрирование методом подстановки и интегрирование по частям.

2) Выборочные характеристики распределения. Понятие о несмещённости, состоятельности и эффективности оценок параметров распределения. Выборочная средняя, выборочная и исправленная  выборочная дисперсии. Доверитель​ный интервал и доверительная вероятность. Нахождение доверительных границ для оценки математического ожидания.  

88. 

1) Определённый интеграл. Основные свойства определённого интеграла. Связь между определённым и неопределённым интегралами. Формула Ньютона-Лейбница. Применение определённого интеграла к решению задач.

2) Распределение Стьюдента. Оценки случайных погрешностей прямых и косвенных измерений.
89. 

1) Дифференциальные уравнения. Определение дифференциального уравнения. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Порядок дифференциального уравнения. Общее и частное решения дифференциального уравнения. Общий и частный интегралы. Задача Коши. Дифференциальные уравнения первого порядка с разделяющимися переменными. 

2) Задача дисперсионного анализа и ее решение.   

90.

1) Решение систем линейных алгебраических уравнений методами и матричным методом.

2) Задача теории корреляции.  Понятие о корреляции и регрессии. Функциональная, статистическая и корреляционная зависимости. Уравнение линейной регрессии. Выборочный коэффициент корреляции.  Проверка существенности корреляционной связи.

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПРОГРАММ (MS Excel) ОБРАБОТКИ ДАННЫХ В РЕШЕНИИ ЗАДАЧ
Раздел I. Элементы высшей алгебры

Задание 1. Решение систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) в Excel
1. Вычисление определителей в Excel выполняем в мастере функций
Порядок вычислений следующий:

1) введите исходные данные;
2) активизируйте Мастер функций: Категория – Математические, Функция – МОПРЕД, ОК.
2. Нахождение обратной матрицы в Excel выполняем в Мастере функций
Порядок вычислений следующий:

1) Введите исходные данные;
2) Выделите область пустых ячеек 3(3;
3) Активизируйте Мастер функций: Категория – Математические, Функция – МОБР, ОК.
В левой верхней ячейке выделенной области появится первый элемент ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ – значение элемента [image: image919.wmf]n

a

.  Чтобы раскрыть всю матрицу, нажмите на клавишу <F2>, а затем на комбинацию клавиш: <CTRL> + <SHIFT> + <ENTER>.


3.  Проверку вычисления обратной матрицы в Excel выполняем в Мастере функций..
Порядок вычислений следующий:

1) Введите исходные данные;
2) Выделите область пустых ячеек 3(3;
3) Активизируйте Мастер функций: Категория – Математические, Функция – МУМНОЖ, ОК.
В левой верхней ячейке выделенной области появится первый элемент МАТРИЦЫ – результат произведения матрицы на обратную ей – значение элемента [image: image920.wmf]n

a

. Чтобы раскрыть всю матрицу, нажмите на клавишу <F2>, а затем на комбинацию клавиш: 
<CTRL> + <SHIFT> + <ENTER>.

Раздел III. Элементы теории вероятностей и математической статистики
Задание 4. Первичный анализ выборочных данных в Excel
Пример. Найти числовые характеристики выборочной совокупности: 84,93,63,82,84,88,91,71,72,77,83,77,82,88,77,84,102,87,95,86,91,86,87,79,96,79,74,85,96,85,86,91,68,104,85,74,81,95,85,88.


Свободную таблицу основных статистических характеристик для заданного массива данных можно получить с помощью инструмента анализа данных. Описательная статистика. Для этого необходимо:

1. Ввести исходные данные
2. В главном меню выбрать последовательно пункты Сервис/Анализ данных/Описательная статистика, после чего щёлкнуть по кнопке ОК.
3. Заполнить диалоговое окно ввода данных и параметров ввода

· Входной интервал – диапазон, содержащий анализируемые данные, это может быть одна или несколько строк (столбцов);

· Группирование – по столбцам или строкам – необходимо указать дополнительно;

· Метки – флажок, который указывает, содержит ли первая строка названия столбцов или нет;

· Входной интервал – достаточно указать левую верхнюю ячейку будущего диапазона;

· Новый рабочий лист – можно задать произвольное имя нового рабочего листа.

Результатом выполнения п. п. 1 – 3 является таблица, из которой Вы можете выписать все необходимые характеристики выборочных данных:
	Столбец1
	 

	
	 

	Среднее
	84,525

	Стандартная ошибка
	1,381651

	Медиана
	85

	Мода
	85

	Стандартное отклонение
	8,738326

	Дисперсия выборки
	76,35833

	Эксцесс
	0,296075

	Асимметричность
	-0,13426

	Интервал
	41

	Минимум
	63

	Максимум
	104

	Сумма
	3381

	Счет
	40


2. Построить гистограмму распределения. Имеется несколько возможностей выполнения этого задания.

Способ 1.

1) Для построения диаграммы составим равноинтервальный вариационный ряд, разбив всю вариацию на 6 интервалов. Найдём для каждого интервала [image: image921.wmf]i

n

 – число вариант, попадающих в данный интервал.
	Интервал
	Ni

	63-70
	2

	70-77
	7

	77-84
	9

	84-91
	15

	91-98
	5

	8-105
	2


2) Запускаем Excel. Переносим таблицу из Word в Excel. Для построения гистограммы используем Мастер диаграмм.

[image: image922.emf]Гистограмма распределения
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Способ 2.

 1) В главном меню Excel выбрать последовательно пункты Сервис/Анализ данных/Гистограмма, после чего щёлкнуть по кнопке ОК.
2) Заполнить диалоговое окно ввода данных и параметров ввода.
· Входной интервал – диапазон, содержащий анализируемые данные. В данном случае это одна строка (столбец);

· Метки – флажок, который указывает, содержит ли первая строка название столбцов или нет и нет;

· Выходной интервал – достаточно указать любую ячейку будущего диапазона

· Поставьте Флажок напротив Вывод графика

· Щелкните по кнопке ОК 

Замечание: границы интервалов (карманы) можно не задавать. Excel сам разобьёт анализируемый ряд на интервалы.


Результатом правильного выполнения п. п. 1 – 2 являются таблица и гистограмма:

	Карман
	Частота

	63
	1

	69,83333
	1

	76,66667
	4

	83,5
	9

	90,33333
	15

	97,16667
	8

	Еще
	2


[image: image923.emf]Гистограмма
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Задание 5. Регрессионный и корреляционный анализ в Excel


Для вычисления параметров линейной и показательной регрессий используйте в  MS Excel встроенные статистические функции ЛИНЕЙН и ЛГРФПРИБЛ.

Порядок вычислений следующий:

1) введите исходные данные;

2) выделите область пустых ячеек 5*2;

3) активизируйте Мастер функций: Категория – Статистические, Функция – ЛИНЕЙН (или ЛГРФПРИБЛ), ОК.



Заполните аргументы функций: значения Y, значения X, Константа – 1, Стат – 1.ОК.



В левой верхней ячейке выделенной области появится первый элемент итоговой таблицы – значение коэффициента b. Чтобы раскрыть всю таблицу, нажмите на клавишу <F2>, а затем на комбинацию клавиш: <CTRL> + <SHIFT> + <ENTER>.
Для дальнейшей работы Вам нужны будут только три параметра:

	Значение коэффициента [image: image924.wmf]b


	Значение коэффициента [image: image925.wmf]a



	
	

	Коэффициент детерминации [image: image926.wmf]2
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Для вычисления параметров степенной и гиперболической регрессий можно также использовать в MS Excel встроенную статистическую функцию ЛИНЕЙН.
 
Но прежде уравнения [image: image927.wmf]b
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 необходимо привести к линейному виду – линеаризировать. Линеаризация уровней выполняется или способом предварительного логарифмирования, или введением новых переменных.

Задание 6 . Однофакторный дисперсионный анализ в Excel.



Однофакторный дисперсионный анализ позволяет статистически обосновать существенность влияния фактора [image: image929.wmf]F

 на результативный признак [image: image930.wmf]A

.

Замечание: нет выделения моделей дисперсионного анализа (ДА) по виду факторов.



Однофакторный ДА используется для проверки гипотезы о равенстве средних значений двух или более выборок, принадлежащих к одной и той же генеральной совокупности. Если для разных уровней фактора [image: image931.wmf]F

 средние различаются незначимо, то следует принять нулевую гипотезу [image: image932.wmf]0

H

 о несущественном влиянии фактора [image: image933.wmf]F

 на признак [image: image934.wmf]A

.

Пример. Проверить значимость влияния катализатора (фактор [image: image935.wmf]F

) на скорость химической реакции (результативный признак [image: image936.wmf]A

). Результаты эксперимента приведены в таблице:

	 F1
	  F2
	  F3
	  F4
	F5

	 3,2
	 2,6
	 2,9
	 3,7
	  3

	 3,1
	 3,1
	 2,6
	 3,4
	 3,4

	 3,1
	 2,7
	  3
	 3,4
	 3,4

	 2,8
	 2,9
	 3,1
	 3,3
	 3,5

	 3,3
	 2,7
	  3
	 3,5
	 2,9

	  3
	 2,8
	 2,8
	 3,3
	 3,1


Решение:


В главном меню Excel выбрать последовательно пункты Сервис/Анализ данных/Однофакторный дисперсионный анализ, после чего щелкнуть по кнопке ОК.



Заполнить диалоговое окно ввода данных и параметров ввода:

- Входной интервал - диапазон, содержащий анализируемые данные. В данном случае это 4 столбца;

- Метки - поставить флажок, который указывает, что первая строка содержит название столбцов;

- Выходной интервал – достаточно указать любую ячейку будущего диапазона

- Щелкнуть по кнопке ОК
После нажатия ОК получаем следующие таблицы:
	Однофакторный дисперсионный анализ
	
	
	

	 
	 
	 
	 
	
	
	

	ИТОГИ
	 
	 
	 
	 
	
	

	Группы
	Счет
	Сумма
	Среднее
	Дисперсия
	
	

	Столбец 1
	6
	18,5
	3,08333
	0,0296667
	
	

	Столбец 2
	6
	16,8
	2,8
	0,032
	
	

	Столбец 3
	6
	17,4
	2,9
	0,032
	
	

	Столбец 4
	6
	20,4
	3,4
	0,032
	
	

	Столбец 5
	6
	19,1
	3,18333
	0,0536667
	
	

	Дисперсионный анализ
	
	
	
	
	
	

	Источник вариации
	SS
	Df
	MS
	F
	P-Значение
	F критическое

	Между группами
	1,34
	4
	0,3355
	9,3540892
	9,16424E-05
	2,758710593

	Внутри групп
	0,9
	25
	0,03587
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Итого
	2,24
	29
	 
	 
	 
	 


Осталось проанализировать результаты и сделать выводы.

Задание 7. Анализ  временных рядов в Excel.



Важным методом анализа временных рядов в Excel  являются диаграммы.

Пример. Динамика выпуска продукции Финляндии характеризуется данными (млн. долл.) представлена в таблице:

	Год
	Выпуск         продукции

	1961
	1054

	1962
	1104

	1963
	1149

	1964
	1291

	1965
	1427

	1966
	1505

	1967
	1513

	1968
	1635

	1969
	1987

	1970
	2306

	1971
	2367

	1972
	2913

	1973
	3837

	1974
	5490

	1975
	5502

	1976
	6342

	1977
	7665


Постройте графическое изображение временного ряда.

Используя Мастер диаграмм, составьте 3-4 линии трендов временного ряда из числа перечисленных.

Постройте графики трендов на изображении временного ряда.
Выберите наилучший вид тренда на основании графического изображения и значения коэффициента детерминации.

Сделать прогноз на два шага вперёд, используя наилучший вид тренда.

Раздел IY. Математические методы оптимизации в Excel
Задание 8. Решение задач линейного программирования (оптимизации) в Excel.

      Постановка задачи: аптека изготавливает лекарственные препараты четырех видов (Препарат 1, Препарат 2, Препарат 3, Препарат 4), используя для приготовления сырье четырех видов (Сырье 1,Сырье 2, Сырье 3, Сырье 4).

      Расход сырья задается следующей таблицей:

	
	Препарат 1
	Препарат 2
	Препарат 3
	Препарат 4

	Сырье 1
	3
	4
	2
	1

	Сырье 2
	3
	5
	3
	4

	Сырье 3
	3
	0
	5
	6

	Сырье 4
	3
	3
	2
	1


Стоимость изготовленных препаратов одинакова.

Ежедневно на склад аптеки поступает 200 грамм Сырья 1, 300 грамм Сырья 2, 450 грамм Сырья3 и 400 грамм Сырья 4.

Найти оптимальное соотношение дневного производства лекарства различного типа, если запас поступившего сырья используется полностью.

Решение задачи.
1) Создаете новую книгу Excel.

2) В Ячейки [image: image937.wmf]4

,

3

,

2

A

A

A

 и [image: image938.wmf]5

A

 занесите дневной запас сырья – числа 200, 300,

450 и 400 соответственно.

3) В ячейки [image: image939.wmf]1

,

1

,

1

E

D

C

 и [image: image940.wmf]1

F

 занесите нули – в дальнейшем значения этих ячеек 

будут подобраны автоматически.

4) В ячейки диапазона [image: image941.wmf]2

:

2

F

C

 разместите таблицу расхода сырья.
5) В ячейках [image: image942.wmf]5

:

2

B

B

 нужно указать формулы для расчета расхода сырья по номерам. В ячейке [image: image943.wmf]2

B

 формула будет иметь вид [image: image944.wmf]2
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1

$
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E

D

D

C

C

+
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+

=

, а остальные формулы можно получить протягиванием .

6) В ячейке [image: image945.wmf]1

G

 занесите формулу, вычисляющую общее число произведенных препаратов.

7) Выполните команду Сервис
Поиск решения – откроется диалоговое окно Поиск решения.

8) В поле Установить целевую укажите ячейку, содержащую оптимизируемое  значение ([image: image946.wmf]1

G

). Установите Равной максимальному значению (требуется максимальный объем производства).

9). В поле Изменяя ячейки задайте диапазон подбираемых параметров - [image: image947.wmf]1

:

1

F

C

.

10) Чтобы определить набор ограничений, щелкните на кнопке Добавить. В диалоговом окне Добавления ограничения в поле Ссылка на ячейку укажите диапазон [image: image948.wmf]5

:

2

B

B

. В качестве условий задайте <=. В поле ограничение задайте диапазон [image: image949.wmf]5

:

2

A

A

. Это условие указывает, что дневной расход сырья не должен превосходить запасов. Щелкните Ок.

11) Щелкните на кнопке Добавить. В диалоговом окне Добавление ограничений в поле Ссылка на ячейку укажите диапазон [image: image950.wmf]1

:

1

F

C

. В качестве условий задайте цел. Это условие не позволит производить доли препаратов. Щелкните Ок. 
12) Щелкните на кнопке Добавить. В диалоговом окне Добавление ограничений в поле Ссылка на ячейку укажите диапазон [image: image951.wmf]1

:

1

F

C

. В качестве условий задайте >=. В поле ограничений задайте число 0. Это условие указывает, что число препаратов неотрицательно. Щелкните Ок. 

13) Щелкните на кнопке Выполнить. По завершении оптимизации откроется диалоговое окно Результаты поиска решения.

14) Установите переключатель Сохранить найденное решение, после чего щелкните Ок. 
15) Проанализируйте полученное решение. Кажется ли оно очевидным?  Проверьте его оптимальность, экспериментируя со значениями ячеек [image: image952.wmf]1

:

1

F

C

. Чтобы восстановить оптимальные значения, повторите операцию поиска решения.
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2.797

2.756

2.720

2.708

2.692

2.679

2.662

2.649

2.640

2.633

2.627

2.617

2.576
	3.883

3.745

3.659

3.600

3.558

3.527

3.502

3.464

3.439

3.418

3.403

3.392

3.374

3.291




Приложение 4

Критические точки распределения Стьюдента

	Число степеней свободы

V
	Уровень значимости  (двусторонняя критическая область)

	
	0,10
	0,05
	0,02
	0,01
	0,002
	0,001

	1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

40

60

120

∞
	6,31

2,92

2,35

2,13

2,01

1,94

1,89

1,86

1,83

1,81

1,80

1,78

1,77

1,76

1,75

1,75

1,74

1,73

1,73

1,73

1,72

1,72

1,71

1,71

1,71

1,71

1,71

1,70

1,70

1,70

1,68

1,67

1,66

1,64
	12,7

4,30

3,18

2,78

2,57

2,45

2,36

2,31

2,26

2,23

2,20

2,18

2,16

2,14

2,13

2,12

2,11

2,10

2,09

2,09

2,08

2,07

2,07

2,06

2,06

2,06

2,05

2,05

2,05

2,04

2,02

2,00

1,98

1,96
	31,82

6,97

4,54

3,75

3,37

3,14

3,00

2,90

2,82

2,76

2,72

2,68

2,65

2,62

2,60

2,58

2,57

2,55

2,54

2,53

2,52

2,51

2,50

2,49

2,49

2,48

2,47

2,46

2,46

2,46

2,42

2,39

2,36

2,33
	63,7

9,92

5,84

4,60

4,03

3,71

3,50

3,36

3,25

3,17

3,11

3,05

3,01

2,98

2,95

2,92

2,90

2,88

2,86

2,85

2,83

2,82

2,81

2,80

2,79

2,78

2,77

2,76

2,76

2,75

2,70

2,66

2,62

2,58
	318,3

22,33

10,22

7,17

5,89

5,21

4,79

4,50

4,30

4,14

4,03

3,93

3,85

3,79

3,73

3,69

3,65

3,61

3,58

3,55

3,53

3,51

3,49

3,47

3,45

3,44

3,42

3,40

3,40

3,39

3,31

3,23

3,17

3,09
	637,0

31,6

12,9

8,61

6,86

5,96

5,40

5,04

4,78

4,59

4,44

4,32

4,22

4,14

4,07

4,01

3,96

3,92

3,88

3,85

3,82

3,79

3,77

3,74

3,72

3,71

3,69

3,66

3,66

3,65

3,55

3,46

3,37

3,29

	
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005
	0,001
	0,0005

	
	Уровень значимости (  (односторонняя критическая область)


	Приложение 5 

Критическое значение распределения Фишера-Снедекора

	f2             f1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	При р=0,05

	1
	161
	200
	216
	225
	230
	234
	237
	239
	241
	242
	243
	244

	2
	18,51
	19
	19,16
	19,25
	19,3
	19,33
	19,36
	19,37
	19,38
	19,39
	19,4
	19,41

	3
	10,13
	9,55
	9,28
	9,12
	9,01
	8,94
	8,88
	8,84
	8,81
	8,78
	8,76
	8,74

	4
	7,71
	6,94
	6,59
	6,39
	6,26
	6,16
	6,09
	6,04
	6
	5,96
	5,93
	5,91

	5
	6,61
	5,79
	5,41
	5,19
	5,05
	4,95
	4,88
	4,82
	4,78
	4,74
	4,7
	4,68

	6
	5,99
	5,14
	4,76
	4,53
	4,39
	4,28
	4,21
	4,15
	4,1
	4,06
	4,03
	4

	7
	5,59
	4,74
	4,35
	4,12
	3,97
	3,87
	3,79
	3,73
	3,68
	3,63
	3,6
	3,57

	8
	5,32
	4,46
	4,07
	3,84
	3,69
	3,58
	3,5
	3,44
	3,39
	3,34
	3,31
	3,28

	9
	5,12
	4,26
	3,86
	3,63
	3,48
	3,37
	3,29
	3,23
	3,18
	3,13
	3,1
	3,07

	10
	4,96
	4,1
	3,71
	3,48
	3,33
	3,22
	3,14
	3,07
	3,02
	2,97
	2,94
	2,91

	11
	4,84
	3,98
	3,59
	3,36
	3,2
	3,09
	3,01
	2,95
	2,9
	2,86
	2,82
	2,79

	12
	4,75
	3,88
	3,49
	3,26
	3,11
	3
	2,92
	2,85
	2,8
	2,76
	2,72
	2,69

	13
	4,67
	3,8
	3,41
	3,18
	3,02
	2,92
	2,84
	2,77
	2,72
	2,67
	2,63
	2,6

	14
	4,6
	3,74
	3,34
	3,11
	2,96
	2,85
	2,77
	2,7
	2,65
	2,6
	2,56
	2,53

	15
	4,54
	3,68
	3,29
	3,06
	2,9
	2,79
	2,7
	2,64
	2,59
	2,55
	2,51
	2,48

	При р=0,025

	1
	648
	800
	864
	900
	922
	937
	948
	957
	963
	968
	985
	993

	2
	38,51
	39
	39,17
	39,25
	39,3
	39,33
	39,36
	39,37
	39,39
	39,4
	39,43
	39,45

	3
	17,44
	16,04
	15,44
	15,1
	14,89
	14,74
	14,62
	14,54
	14,47
	14,42
	14,25
	14,17

	4
	12,22
	10,65
	9,98
	9,6
	9,36
	9,2
	9,07
	8,98
	8,9
	8,84
	8,66
	8,56

	5
	10
	8,43
	7,76
	7,39
	7,15
	6,98
	6,85
	6,76
	6,68
	6,62
	6,43
	6,33

	6
	8,81
	7,26
	6,6
	6,23
	5,99
	5,82
	5,7
	5,6
	5,52
	5,46
	5,27
	5,17

	7
	8,07
	6,54
	5,89
	5,52
	5,29
	5,12
	5
	4,9
	4,82
	4,76
	4,57
	4,47

	8
	7,57
	6,06
	5,42
	5,05
	4,82
	4,65
	4,53
	4,43
	4,36
	4,3
	4,1
	4

	9
	7,21
	5,71
	5,08
	4,72
	4,48
	4,32
	4,2
	4,1
	4,03
	3,96
	3,77
	3,67

	10
	6,94
	5,46
	4,83
	4,47
	4,24
	4,07
	3,95
	3,85
	3,78
	3,72
	3,52
	3,42

	11
	6,72
	5,26
	4,63
	4,28
	4,04
	3,88
	3,76
	3,66
	3,59
	3,53
	3,33
	3,23

	12
	6,55
	5,1
	4,47
	4,12
	3,89
	3,72
	3,61
	3,51
	3,44
	3,37
	3,18
	3,07

	13
	6,41
	4,97
	4,35
	4
	3,77
	3,6
	3,48
	3,39
	3,31
	3,25
	3,05
	2,95

	14
	6,3
	4,86
	4,24
	3,89
	3,66
	3,5
	3,38
	3,89
	3,21
	3,15
	2,95
	2,84

	15
	6,2
	4,77
	4,15
	3,8
	3,58
	3,41
	3,29
	3,2
	3,12
	3,06
	2,86
	2,76

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Приложение 6
Основные формулы дифференцирования функций
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Приложение 7
Основные формулы интегрирования функций
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